Problemas Propuestos

1. Dados a y b complejos no nulos, mostrar que las raices cuadradas de a-b estan sobre la bisectriz del
angulo que forman los vectores a y b.

Solucidn: Las raices cuadradas de un niumero complejo u tienen por argumento a la mitad del argumento
de pu y a la mitad del argumento de p mas 7.
Si a y B son los respectivos argumentos de a y b, el argumento de a-b es a+ 8 0 a+ -2z segin

o + [ seamenor que 27 0 mayor o igual que 2z . En cada caso, los argumentos de las raices cuadradas
de a-b son:

a+pf a+pf ,a+,B_7[ a+pf
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En cualquier caso, las raices cuadradas a-b estan en la bisectriz argumentos de a y de b.

2. Hallar una expresion para la distancia desde un punto u a la recta de ecuacién aw+aw+b=0.

Solucién: Vamos modificar la ecuacion de esta recta, la que denotaremos con |, dividiendo ambos
miembros de la ecuacion por [a], resulta:

a a b
—W+—wW+—=0
S
a b .
Notando u = ﬁ yc= _ﬂ la ecuacion queda:

W+ - W=C

donde p es un complejo unitario, o sea de modulo igual a 1. EI primer miembro de la ecuacion es igual a
dos veces la parte real de «-w, de esto surge que los nimeros «-w estan en la recta m que se indica en

la siguiente figura.



m

Como p es un complejo unitario, la multiplicacion por p produce una rotacion. La recta m es el resultado
de multiplicar por p los elementos w en la recta I.

m = u.l
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Queda claro que la distancia desde u a I, es iguala la distancia desde p.u a p.l, es decir desde p.u a m.

m = .l
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Pero la distancia desde p.u a m, puede calcularse como la distancia desde la parte real de p.u a eh
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Dado que la parte real de p.u es igual a , la distancia buscada es:

:|a-u+ﬁ+b|:‘a‘u+m+b‘
|2l | 2f

3. Los nimeros 1+2i y -2+3i son vértices de un cuadrado. Hallar los posibles vértices y centros del
cuadrado.

Solucién: Si los nimeros dados son los veértices de un lado del cuadrado, hay dos casos posibles, en
cambio, si estos numeros son Vértices de una diagonal del cuadrado, hay un solo caso. La figura a
continuacion, muestra los casos posibles indicando los vértices y centros de los cuadrados obtenidos.
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4. Sean abc y abd dos triangulos equilateros, ¢ =d . Mostrar que c+d =a+b y que cd =a® —ab+b”.

Solucion: Observemos que estos dos tridngulos dan lugar a un paralelogramo,
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Si ABCD son los sucesivos vértices de un paralelogramo, se cumple la igualdad A+C =B+ D, ver
Problema 5 en la pagina 4 de la Nota 6 de geometria, ver también el Problema 20 de la presente Nota de
geometria.
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Consideremos o = 1+ la raiz sexta de la unidad cuyo argumento es 60°. Expresando:
c=a+wlb-a)

d=a+wb-a)
Operando:
c-d=a’+alb-afw+w)+(b-a)’ =a®-ab+b?

5. Sean a,b,c tres nimeros complejos unitarios tales que a+b+c=0. Mostrar que el triangulo abc es
equilatero.

Solucidn: La distancia entre a y b puede calcularse como:
la-b/=la—(-a-c)=|c=1
De la misma manera se puede ver que |[a—c|=|b—c| =1.

6. Mostrar que una condicion necesaria y suficiente para que el triangulo abc sea equilatero es que:
1 1 1
+ + =0
a-b b-c c-a

Solucion: Ver el Problema 21 de la presente Nota de geometria.

7. Descomponer el polinomio x° —1 en tres factores polinomiales siendo cada factor de grado tres.

Solucidn: Las 9 raices de este polinomio son los vértices del polinomio regular de 9 lados dado en la
siguiente figura, donde:
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es una raiz cubica de la unidad.

o1

Los vértices del triangulo verde, son las raices cubicas de la unidad, es decir las raices del polinomio
X —1. Los vértices del triangulo celeste elevados al cubo dan como resultado @, 0 sea que son las
raices ctbicas del polinomio X* — . Finalmente, los vértices del triangulo amarillo elevados al cubo
dan como resultado @, siendo las raices de X ° — w. La factorizacion se puede obtener como:

X°—1=(Xx*-1)X* - 0)X* - o)

8. Si los vértices de un tridngulo y su circuncentro estan en una cuadricula, mostrar que el ortocentro del
triangulo también esta en la cuadricula.

Solucion: Segun el Problema 13, en la paginas 15 de la presente Nota de geometria, el problema se
resuelve con la expresion del ortocentro si el circuncentro estuviera en el origen de coordenadas, es decir,
en el cero.




En otro caso, si el triangulo es uvw con circuncentro P, su ortocentro esta dado por O + P donde O es el
ortocentro de abc siendo a=u—-P,b=v—-P,c=w-P, es decir el ortocentro de uvw esta dado por:

u+v+w-2P

9.Si a,a,,...,a, son los vertices de un poligono regular inscripto en la circunferencia unitaria, mostrar
que:
2ai ai+1

a'i +ai+l
son los vértices de un poligono regular, Aqui convenimos a,,, =4, .
Solucidn: La solucion la da la expresion de la interseccion de dos restas tangentes de la circunferencia

unitaria, ver pagina 81 en el Apéndice de la presente nota de geometria. La siguiente figura ilustra la
situacion en el caso de un pentagono regular.

10. Teorema de Pacal. Mostrar que si un hexagono puede inscribirse en una circunferencia, los puntos en
las intersecciones de las prolongaciones de pares de lados opuestos estan alineados.

Solucion: Supongamos el hexagono inscripto en la circunferencia unitaria, esto no cambia el problema.
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Segun la expresion para la interseccion de las prolongaciones de dos cuerdas en esta circunferencia, ver
pagina 80 en el Apéndice de la presente nota de geometria, se tienen los puntos:

_ab(d+e)-de(a+b)  bcle+ f)-ef(b+c) ‘e cd(f +a)- fa(c+d)

ab—de ’ bc — ef ' cd — fa

Por propiedades de la conjugacion se tiene:

ab(d +e)—de(a+b) ab(d +e)-dela+b)
ab—de - ab—de

p=

Como para complejos unitarios el conjugado coincide con el inverso, resulta:

d+e a+b
= abde abde _ a+b—(d+e)
de—ab ab—de
abde
Del mismo modo se obtiene:
~ b+c—(e+f) - _c+d —(f +a)
= et T d-fa
Ahora evaluamos:
p-r= a—d (ab—de—bc +ef +cd — fa)
(ab—de)cd — fa)
— c—f
—I= b—de—bc+ef +cd - f
q-r (bc—ef)(cd—fa)(a e—bc+ef +cd — fa)
Entonces:
(d —a)ef —bc)
p-r_(p-r)_(a—d)bc—ef)  abcdef _(a—d)bc—ef)
g-r (q-r) (c—f)ab—de) (f-c)de—ab) (c—f)ab—de)
abcdef
Resulta ser p=r un numero real, luego p, q y r estan alineados.

g-r



