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Cuerpos redondos
Cuerpos de revolucion. Cilindro, cono, esfera, casquele esférico. Area y volumen.

Problema 1 Un tanque cilindrico tiene 500 litros de capacidad y su radio es 50cm. ¢Cudl es la altura del
tanque?

Solucién

El volumen del cilindro es (n’x 50% x h)cms, donde h es la altura del tanque. Dado que 500 litros equiva-
len a 500.000cm3, resulta:

h= Mcm - @cm =63,662cm
rx2.500 4

Problema 2 Una esfera de radio 1cm se inscribe en un cubo, el cubo se inscribe en una esfera. Hallar el
radio de esta esfera.

Solucién

La esfera inscripta en un cubo es la que tiene centro en el centro del cubo y radio igual a media arista

del cubo. La esfera circunscripta a un cubo es la que tiene centro en el centro del cubo y radio igual a
media diagonal interior del cubo.

En consecuencia, el cubo tiene sus aristas de 2cm, de modo que su diagonal interior mide 2+/3 cm y el
radio de la esfera circunscripta es ~/3cm.
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Problema 3 De un cilindro de madera de base circular de 2cm de radio y 4cm de altura, se va a
tornear una esfera de radio 2cm. sQué volumen de madera se quitara?

Solucién
o 2 3 3 4 3 3 32 3
El volumen del cilindro es 47 x2°cm” =16;rcm” y el volumen de la esfera es —7 x2°cm” = —acm’,

. ., 2 16
es decir, se quitard gn x2°cm’ = —mcm’® de madera.

Problema 4 Dos esferas de radio S5cm se cortan en una circunferencia de radio 3cm. ¢Cudl es la
distancia entre sus centros?

Solucién

Consideremos dos circunferencias de igual radio que se cortan:

Si se rotan ambas circunferencias, en un giro completo, alrededor de la recta m que une los centros
de dichas circunferencias, se obtienen dos esferas. Los puntos en la interseccién de estas circunfe-
rencias rotan describiendo una circunferencia que es, precisamente, la interseccién de las esferas.
Ademads, estos puntos son los extremos de un didmetro de la circunferencia interseccién de las
esferas. La situacién del problema se ajusta a la siguiente figura:

Usando Pitagoras, podemos ver que la distancia entre los centros es 8cm.

& .




Problema 5 Se secciona un cono a media altura con un plano paralelo a la base. ¢Qué proporcién
guardan los voliimenes de las partes?

Solucién

El cono se descompone en un conito en la parte superior y un tronco de cono en la parte inferior,
ambos con la misma altura. La altura del conito mide la mitad de la altura del cono, el didmetro de
su base mide la mitad del didmetro de la base del cono. La dltima afirmacién se justifica teniendo
en cuenta la seccién triangular del cono obtenida con un plano que contenga al eje del cono.
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En la figura se observa que el didmetro de la base del conito es la base media de la seccién triangular.

, . . 1,
Comparando los volimenes del cono y del conito, que son respectivamente gnrh y

2
1T (r\h_1(1 _, -
—m|—| ==—=|=ar"h|, se desprende que, en relaciéon con el volumen del cono, el volumen del

3 \2)2 8

conito es 1/8 y por lo tanto el volumen del tronco es 7/8. Luego, la proporcién buscada entre los
volimenes es 7:1.

DE LEOMETRIA 5>

Problema 6 Un cono C de 54cm? de volumen y 72cm? de drea se secciona con un plano paralelo a
la base, a 2/3 de su altura. Hallar area y volumen del cono sobre la seccién.

Solucién

neratriz respectivamente iguales a 1/3 del radio de la base y a 1/3 de la generatriz del cono C.
De las férmulas de volumen y area de un cono, resulta que el cono en la parte superior tiene su
volumen igual a 1/27 del volumen de Cy su area igual a 1/9 del drea de C, esto es 2cm3 y 8cm?
respectivamente. 3
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En forma andloga al Problema 5, el cono en la parte superior tiene el radio de su base y su ge- 1‘\
*




“Ungowd

+ 3 NOTAS DE £EOMETRA 5

Problema 7 ;A qué altura debe seccionarse un cono, de 10cm de altura, con un plano paralelo a
su base para obtener dos cuerpos de igual volumen?

Solucién

Indiquemos con H y R, respectivamente, las medidas de la altura y del radio de la base del cono.
Supongamos que tenemos la seccién buscada y nombremos con hy r a las medidas de la altura y
del radio de la base del cono sobre la seccién.

Se observa que tanto H'y R como hy r son catetos de triangulos rectdngulos semejantes, es decir,

R/r=H/h. De la condicién 2 x%m’zh = %ﬂRZH y teniendo en cuenta que n =— resulta:
r

_RH_H
r*h h

De modo que %= /2 . Dado que H = 10cm, se obtiene:

10 . (21
H—h—10—%—1O(T].

Problema 8 Se hace rotar un cuadrado de 2cm de lado alrededor de una de sus diagonales. ;Qué
area y volumen tiene el cuerpo obtenido?

Solucion

Se obtiene un bicono, es decir, dos conos unidos por una base comun.




En este caso, ambos conos son iguales, el radio de la base es media diagonal del cuadrado y la

. . 2 2 4+/2
generatriz es un lado del cuadrado, en consecuencia el volumen es gﬂ 2" x2ecm’ = 3 wem’

y el rea es de A2 7wem?,

Problema 9 Dos esferas de radio 1cm pasan una por el centro de la otra. Hallar el area del circulo
limitado por la circunferencia obtenida como interseccién de las esferas.

Solucién

Los centros de las esferas y un punto en la interseccién de ambas son los vértices de un tridngulo
equildtero de 1cm de lado, siendo la altura de este triangulo el radio de la circunferencia, intersec-
ciéon de ambas esferas.

. . . 3 , , 3 2
El radio de la circunferencia es 7cm, de manera que el area del circulo es chm .

Problema 10 ;Cuales son el volumen y el 4rea lateral de un cono que tiene por vértice a un vértice P
de un cubo, de 1cm de arista, y por base al circulo cuya circunferencia pasa por otros
tres vértices del cubo?

Solueién
En principio, es conveniente observar lo siguiente:

=> El eje de un cono es perpendicular al plano de la base y pasa por el
centro de la base.

=» Los puntos de la circunferencia base de un cono equidistan del
vértice.

=> Si un punto equidista de tres puntos de la circunferencia base de un
cono, entonces estd en el eje de dicho cono.

Para la dltima afirmacién, tener en cuenta que el eje de un cono
)

puede ser obtenido como la interseccién de dos planos bisectores de

pares de puntos de la circunferencia base.
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Como los vértices del cubo que estdn en la base del cono deben equidistar de P, hay sélo dos situa-
ciones. Las bases son los circulos limitados por las circunferencias circunscriptas a los triangulos
equilateros dados en la figura:

Los vértices Py Q, indicados en la figura, equidistan de los vértices de cada tridngulo, luego el eje
de ambos conos estd sobre la diagonal interior PO del cubo. En un caso la generatriz del cono
mide 1cm, igual que una arista, y en el otro caso mide +/2cm, como una diagonal de una cara del
cubo.

Por otra parte, como los tridngulos son equilateros de lado ~/2cm, el radio de la circunferencia
. . 342 . 3 3
circunscripta es de Tcm. Finalmente, las alturas son Y cmy 2?cm. Para ver esto, obser-

vemos primero lo siguiente:
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Los segmentos que, en el interior de un rectdngulo, unen vértices opuestos con puntos medios de lados paralelos
descomponen a una diagonal en tres segmentos de igual medida.
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Esta afirmacién puede justificarse agregando un triangulo al rectdngulo, como ilustra la figura:

donde los segmentos punteados son paralelos e iguales; luego, la afirmacién es consecuencia del
Teorema de Thales.
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Volviendo a nuestro problema, la situacién precedente se da en el rectangulo PROS indicado en la
figura:

Con los datos encontrados, los volimenes son:

1(V2V3Y VB 23
31 3 37 27

1(\/5\5}2 25 a3

3l 3 3 27

y las areas laterales son:

1,
T
4
>

o

WPIAD,

V243 6

3 3
N

T=2—m
3

%,
“Ungou?

[

Axo- ;

0
g

Problema 11 Una caja cilindrica, cuya base es de radio ry cuya altura es 2r, tiene en su interior una
esfera de radio r. Se agrega agua a la caja justo hasta cubrir la esfera y luego se la
retira. ¢JA qué altura queda el nivel de agua en la caja?

Solucién

El volumen del cilindro es 2713 y el volumen de la esfera es 4/37r3, luego el volumen del agua es
2/37r3. En consecuencia, el nivel del agua queda a 2/3r.

Problema 12 A una varilla circular de acero que tiene +/3 cm de didmetro, se le saca punta de 60° en
el vértice, seglin indica una seccién de la figura. ;Cudnto material se quité?

< Y NOTAS DE £EOMETRIA >
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Solucidn

El volumen del material extraido es el volumen del cilindro cuya seccién es BCED menos el volumen
del cono cuya seccién es ABC, esto es 2/3 del volumen de dicho cilindro. El radio del cilindro es

3 . i 9 s
7cm y la altura Ecm, de modo que siendo el volumen del cilindro 3 mem?® resulta que el volu-

men del material extraido es — srcm?.

Problema 13 La mitad inferior de una botella, de 20cm de altura, es de forma cilindrica de 5cm
de radio. El nivel de un liquido en la botella alcanza la mitad de la altura. Si se invier-
te la botella, el nivel del liquido quedard 4cm mds alto que antes. jQué capacidad
tiene la botella?

Solucién

La botella tiene 10:x52cm? de liquido. Si se invierte, el liquido sobre la parte cilindrica de 10cm sélo
ocupard 4cm, es decir que la parte no cilindrica se completa con (10752-4w52)cm?3 = 67152cm?3. De
modo que la capacidad de la botella es de 10752cm3+67752cm?3 = 167152cm? = 4007rcm?.

Problema 14 Un tanque con forma de prisma cuya base es un dodecagono regular estd apoyado en
el piso sobre una de sus caras laterales. Indicar hasta dénde llegara el nivel de agua si
se cargara un tercio de su capacidad.




Solucidn

En un dodecdgono regular, los segmentos indicados en la figura

descomponen al dodecagono en tres poligonos de igual drea. Como los poligonos en la parte
superior e inferior son iguales, bastara ver que el rectangulo tiene 3 del 4rea del dodecagono.

El drea del dodecagono es 12 veces el drea de un tridngulo que tenga un vértice en el centro del
dodecagono y un lado igual a una arista del dodecdgono. Por otra parte, las diagonales de un
rectangulo lo descomponen en cuatro tridngulos de igual drea.
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Resulta entonces que el area del rectdngulo, indicado en la figura precedente, es un — del area del
dodecagono. 3

Teniendo en cuenta que el volumen de un prisma es drea de la base por altura, el nivel de agua se
dard como se detalla en la situacién siguiente.
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Problema 15 Un plano secciona a una esfera de radio 5cm en un circunferencia de radio 4cm. ' |

>

¢Cudl es la distancia del centro de la esfera al plano? sQué volimenes y qué dreas
tienen los casquetes de la esfera en los que el plano la divide? 9
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Solucidn

El plano y la esfera se pueden pensar como las superficies obtenidas al hacer girar una recta y
una circunferencia alrededor de un eje e que pase por el centro de la circunferencia y que sea
perpendicular a la recta m, tal como lo muestra la siguiente figura:

Ahora es claro que la distancia desde el centro de la esfera al plano es 3cm. El drea y el volumen
del casquete esférico en la parte superior son respectivamente:

(2 x5%2)cm’ =207xcm’ y 2?”(3x 5-2)em’ = 26Tﬂcm3

Por diferencias se puede obtener el drea y el volumen del casquete en la parte inferior, esto es:

4 2 474
(4.77:52 - ZOJr)cm2 = 80rcm? y (§ﬂ53 —fﬂ)cm3 = %ﬂcm3

Problema 16 Un cubo esta inscripto en una esfera de radio +/3 cm. ¢Cudl es el 4rea de los circulos
en que los planos determinados por las caras del cubo seccionan a la esfera?

Solucion

El radio de la esfera es igual a media diagonal interior del cubo. Si/es la medida de una arista del

cubo, debe ser 24/3 =//3, o sea que la arista del cubo es de 2cm. El plano determinado por una
cara del cubo secciona a la esfera en una circunferencia que contiene los vértices de dicha cara, es
decir, es la circunferencia circunscripta al cuadrado:

En conclusidn, el drea del circulo es 2.




Problema 17 un segmento de longitud /y una recta estan en un mismo plano, y el segmento en uno
de los semiplanos que limita la recta. Las distancias de los extremos del segmento a
la recta sonay b. ;Cudl es el drea del cuerpo que se obtiene al hacer girar el segmento
alrededor de la recta?

Solucion
El cuerpo obtenido puede ser un cono, un tronco de cono, un cilindro o una corona en un plano,

conforme el segmento sea: no perpendicular a la recta, paralelo a la recta o perpendicular a la
recta.

En todos los casos, el drea estd dada por la expresién:
. a+b
Area = 2/7[( 5 )

Notar que en el cuarto caso es /| = a-b. La expresién en el segundo miembro de la igualdad
precedente se conoce como Teorema del centroide de Pappus.
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Problema 18 Se hace girar la poligonal de la figura alrededor de la recta m. jQué area tiene el i
cuerpo obtenido?
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Los cuadrados de la cuadricula son de 1cm de lado.
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Solucidn

Descomponemos la superficie en piezas (conos, cilindros, coronas) y usamos el resultado del Pro-
blema 17. De arriba hacia abajo se forman: un cono con a=0, b=2y [ =/5; un cilindro con a=b=2
y I=2; una corona con a=2, b=3 y /=1; un cono con a=0, b=3 y [=5. El area del cuerpo obtenido es
la suma de las areas laterales de los cuerpos mencionados.

El 4rea es (2J§+4x2+5x1+3x5)n=(28+2J§)n.

“Ungowd
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Problema 19 Un cubo de arista Tem gira alrededor de una recta que une centros de caras opuestas.
¢Cudles son el volumen y el 4rea lateral del cilindro obtenido?

Solucion

. . 2
La altura del cilindro es de 1cm y el radio de la base es de —cm, de modo que el volumen es

2
[J‘E(%J ><1]cm3 = %cm3 y el drea lateral a2cm? .

¥ NOTAS DE LEOMETRIA 5 |

Problema 20 Un tetraedro regular, de 2cm de arista, gira alrededor de una de sus aristas. ;Qué area
y qué volumen tiene el cuerpo obtenido?
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Solucidn

Los puntos que barre el tetraedro, al dar un giro completo alrededor de una arista, son los mismos
que barre una de las dos caras que comparten dicha arista.

El cuerpo resultante es el bicono obtenido al hacer girar un tridngulo equilatero alrededor de uno
de sus lados.
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El volumen es 2tcm3 y el drea 47[\/§cm .
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Problema 21 Hallar el volumen del cuerpo obtenido al hacer girar un tridngulo de drea 1cm?, al- '%!\

rededor de una recta en el plano del triangulo, ubicada en el exterior del tridngulo a
2cm de distancia de su baricentro.
13




Solucidn

La figura ilustra una situacién del problema.

Cada lado del tridngulo gira alrededor de la cara lateral de un tronco de cono. El volumen buscado
se obtiene como sumas y restas de los volimenes de estos conos. En el caso de la figura preceden-
te, el volumen es la suma de los voltimenes de los conos cuyas caras laterales se obtienen girando
los lados destacados en azul, menos el volumen del cono cuya cara lateral se obtiene girando el
lado destacado en marrén. Otra situacidn se presenta en la siguiente figura:
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En este caso, es el volumen del tronco de cono asociado con el lado destacado en azul, menos los
voliimenes de los troncos de conos asociados con los lados destacados en marrdn.

Teniendo en cuenta la expresién del volumen de un tronco de cono, consideramos las distancias g,
by c desde los vértices del tridngulo al eje de rotacidn, y los segmentos h y k como indica la figura:
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En la situacién de esta figura, el volumen buscado es:

(h+k)m

h?ﬂ(a2+b2+ab)+k?n(b2+c2+bc)— (az+cz+aC)

Esto también puede expresarse como:
E(h(a2 +ab+b2)+k(b2 +bc+c2)—(h+k)(a2 +ac+c2))

hab + hb? + kb* + kbc — hac — he® — ka® — kac)

w|:1 W[ w|§l w|§|

h a+b+c)+k(b a)(a+b+c))

-5
=Z(h(6* =)+ ha(b =)+ k(b” - a* ) + ke (b~ a))
(A
==

h+k)b—hc—ka)(a+b+c)

La expresién (h+k)b—hc—ka esta dada por restas de dreas de rectangulos, es decir, es el drea del
poligono de la figura destacado en azul.
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Pero el area de este poligono es el doble del area del tridngulo, segtin puede apreciarse en la si-
guiente figura.
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. at+b+c , .
En consecuencia, el volumen buscado es TnZ(T], donde T es el area del tridngulo y

a+b+c , , , . a+b+c .
JTZ(—] es la longitud de una circunferencia de radio — Para finalizar, veamos que

a+b+c . . . ., . ., .
——— es la distancia desde el baricentro del tridngulo, punto de interseccién de las medianas,

a la recta eje del cuerpo. Haremos antes un par de observaciones.

Si por el vértice A del paralelogramo ABCD se traza una recta m, entonces la distancia desde el vértice C a m es
igual a la suma de las distancias de los vértices By D a m.
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Si trazamos una recta paralela a m por el vértice C, los tridngulos rectangulos AEB y CFD de
la figura son semejantes, dado que tienen los mismos angulos, y como ademds sus hipotenu-
sas son iguales, dichos tridngulos son iguales, es decir, BE=DF y la distancia entre las rectas es
CH=GD+DF=GD+BE.

Una diagonal de un paralelogramo lo divide en dos tridngulos, los baricentros de estos tridngulos dividen a la otra
diagonal del paralelogramo en tres segmentos iguales.

La afirmacién precedente se justifica si se tiene en cuenta que los tridngulos son iguales y los bari-
centros dividen a una mediana en la relacién 2:1.
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Ahora podemos ver que si g, b, ¢ son las distancias desde los vértices del tridngulo ABC a la recta

a+b+c . ) :
m, entonces T es la distancia desde el baricentro de ABC a la recta m.

En la figura, n es la recta paralela a m que pasa por el punto mas cercano a m, en este caso es A.

El punto D se toma de modo que ABCD sea un paralelogramo. El lado AD del tridngulo ADE esta

dividido en tres segmentos iguales por los baricentros de ABCy BDC, entonces la distancia desde el
baricentro de ABC a la recta n es un tercio de la distancia desde D a n. Dado que la distancia desde
D a n es la suma de las distancias desde By C a n, esto es, b—a+c—a = b+c—2a, |la distancia desde el
baricentro de ABC hasta m es:

b+c-2a a+b+c
- 4+ g=—
3 3

Se concluye que el volumen del cuerpo genera-
do por un tridngulo que rota alrededor de una
recta, externa al mismo, no depende de la po-
sicion relativa del triangulo y la recta, sino de
la distancia entre el baricentro del tridngulo y
la recta. La respuesta al problema es entonces:

T x1x2cm’ = 2xcm’

Teorema del centroide de Pappus para voliimenes.

Problema 22 Hallar el volumen del cuerpo obte-
nido al hacer girar un cuadrado de
lado 1cm, alrededor de una recta
en el mismo plano del cuadrado,
a 2cm de distancia de su centro.
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Solucidn

Si descomponemos el cuerpo en dos cuerpos, cada uno de ellos generado al rotar un tridngulo al-
rededor de la recta en las condiciones del enunciado, evaluaremos el volumen usando el Problema
21.

b
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El volumen del cuerpo es (%de:r +%x2en)cm3 =(d +e)m, donde dy e son las distancias de los

baricentros de los tridngulos a la recta.
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Dado que el baricentro de un tridngulo divide a las medianas en la relacién 2:1, el centro del
cuadrado es el punto medio de los baricentros de los tridngulos que lo componen.

Encontramos que la base media de un trapecio, cuyas bases miden ecm y dcm, es de 2cm, es decir,

d+e
=2. Por lo tanto, el volumen del cuerpo es 4.

Notar que el volumen no depende de la posicion del cuadrado sino sélo de la distancia desde su centro hasta la
recta.
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Problema 23 Cuatro esferas de radio 1cm se colocan en una mesa de modo que hagan contacto 2
a 2. ¢Qué altura alcanza este cuerpo?

Solucién

Los centros de las esferas forman un tetraedro regular de arista 2cm. A la altura de este tetraedro
hay que sumarle dos radios, o sea, 2cm. La figura muestra en color rojo los centros de las esferas,
en color azul los puntos de contacto de las esferas con la superficie de la mesa y en color verde el
punto mas alto en la esfera que se apoya en las otras tres.
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El paralelepipedo circunscripto a un tetraedro regular es un cubo. En este caso, el cubo que
circunscribe al tetraedro de arista 2cm tiene su arista de ~/2cm.

3
El volumen del tetraedro es %(\/5) cm’ = %ﬁcmz’. El drea del tridngulo equildtero de arista 2cm

2 .z . 7
es /3cm?; como el volumen del tetraedro es también un tercio del area de la base por su altura h,
se tiene:

22 =13
3 3

de donde resulta:

h=§\/gcm

Luego, la altura alcanzada por cuatro esferas es (1 +1+§\/€)cm =(2 +§\/g)cm.

Problema 24 Cuatro esferas de radio 1cm se colocan en una mesa de modo que hagan contacto 2
a 2. Una quinta esfera hace contacto con las cuatro esferas. ;Cudl es su radio?

Solucion

Los centros de las cuatro esferas son los vértices de un tetraedro regular con aristas de 2cm. La quin-
ta esfera tiene por centro al centro de este tetraedro. El radio de la quinta esfera serd el radio de la
esfera circunscripta al tetraedro menos 1cm. La esfera circunscripta al tetraedro regular considerado
también circunscribe al cubo de arista ~/2cm, paralelepipedo circunscripto al tetraedro. El radio de
esta esfera es la mitad de la diagonal interior del cubo, es decir,

(W 22+ﬁ2)cm=§cm.

_J6-2
——Cam
2

. . . 6
Finalmente, el radio de la quinta esfera es 7—1 cm

Problema 25 Con un semicirculo de cartulina se puede hacer un cono o un bicono formado por
dos conitos iguales. ;Cudl tiene mas volumen, el cono o el bicono?




Solucidn

Sires el radio del semicirculo, con la longitud 7w x r de la semicircunferencia podemos formar una
circunferencia de radio r/2 o dos circunferencias de radio r/4. En consecuencia, el radio de la base

. . 3
del cono es r/2 y el radio en la base de cada uno de los conitos es r/4. La altura del cono es Tr

. 15 .
y la de los conitos, Tr seguin surge del Teorema de Pitdgoras en ambos casos.

f"z\/g \/33

Luego, el volumen del cono es J'[Z—r=ﬂ?r y el volumen de cada conito es

2
15 J15 NE)

7T ~——r>. Entrelos dos conitos suman unvolumende 7 ——r*. Como — =0,21651...
64 32 8

15 .
es mayor que 5 0,12103..., resulta que el volumen del cono es mayor que el del bicono.

Problema 26 Se hace rotar un triangulo cuyos lados miden 6¢cm, 5cm y 5cm, alrededor de uno de
sus lados. ¢Qué volimenes tienen los cuerpos asi obtenidos?

Solucién

Como el tridngulo es isdsceles, la medianay la altura, sobre la base del tridngulo, coinciden. Usan-
do Pitagoras, puede calcularse el valor de esta mediana que es 4cm, y asi el drea del triangulo es
12cm?.
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Teniendo en cuenta el drea, la altura sobre un lado de 5cm mide —cm. Por otra parte, es opor-
tuno observar que: S

La distancia desde el baricentro de un tridngulo a uno de sus lados es igual a un tercio de la altura correspondiente.

Segln la figura, las medianas descomponen al tridngulo ABC en seis tridngulos de igual 4rea. Por

lo tanto, el 4rea de ABO es %=% del drea de ABC. Como ABO y ABC comparten la base AB, la

distancia de O al lado AB es %h.

Por esta propiedad, las distancias del baricentro a los lados son:

1
—4cm=icm
3 3

En el Problema 21, se vio que el volumen del cuerpo obtenido al rotar un tridngulo alrededor de
una recta que no pase por su interior es el producto entre el area del tridngulo y la longitud de la
circunferencia que tiene por radio a la distancia entre el baricentro del triangulo y la recta (Teorema
de Pappus). En nuestro caso, los voltimenes son:

12x 3 em? y 12xEﬂcm3_
3 5

Problema 27 Se hace rotar un cuadrado de 2cm de lado, alrededor de una recta paralela a una
diagonal que pasa por un vértice que no estd en la diagonal. ;Qué volumen y qué area
tiene el cuerpo obtenido?

Solucién

El cuerpo es un bitronco de cono simétrico (es decir, estd formado por troncos de conos iguales)
al que se le han quitado dos conos iguales. Para una mejor visualizacién, hacemos girar por sepa-
rado cada una de las mitades obtenidas al dividir el cuadrado por una diagonal. En cada caso se
distingue un tronco de cono menos un cono.




Con los datos de la figura siguiente:

el volumen puede obtenerse como:

2(nﬁ(83+2+4)_ n2;/§}cm3 _ g’

Para el area, usamos el resultado del Problema 17 y los datos de esta figura:

El 4rea es:

211[% + %Jcmz = 42wcm?

Nota: Calcular el volumen del cuerpo usando el resultado del Problema 22.

Problema 28 ;Se puede guardar un cilindro de radio Tcm y largo 1,70m en una caja ctibica de Tm
de arista, medida en su interior?

Solucién

Se forma un tridngulo con un vértice en cada una de las aristas que concurren en un vértice v del
cubo, los tres a la misma distancia de v. Por construccidn, el tridngulo es equilatero y el plano que
lo contiene resulta perpendicular a la diagonal interior del cubo que llega a v. La figura ilustra la
situacién enunciada.
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Para justificar la perpendicularidad entre el plano del triangulo y la diagonal interior VW, conside-
remos la diagonal PQ en la cara del cubo que contiene el lado P'Q" del tridngulo, como muestra
la figura.

Es claro que los segmentos POy P'Q’" son paralelos y que los puntos V'y W equidistan de Py O, es
decir que la recta VW se encuentra en el plano bisector del segmento PQ. En consecuencia, la recta
VW es perpendicular a PQ y también a P'Q". De manera andloga puede establecerse que los otros
dos lados del tridngulo son perpendiculares a VW, de donde resulta la perpendicularidad entre la
diagonal VWYy el plano del triangulo.

La circunferencia inscripta en este tridngulo y su opuesta (simétrica respecto del centro) son las
bases de un cilindro dentro del cubo.
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La relacién entre el radio r de la base y la altura h de este cilindro puede verse en una seccién rec-
tangular del cubo, de lados Tm, v/2my diagonal 3m.
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Notemos que el cilindro hace contacto con la cara superior y la cara inferior del cubo, precisa-
mente en los puntos medios de los lados de los tridngulos que se encuentran sobre dichas caras.

El triangulo destacado en color naranja en el extremo superior derecho de la figura precedente es
semejante al tridngulo rectangulo de lados 1m, v2m y +/3m , entonces sus lados miden rm, r+/2m
y r/3m . Resulta que h =(\/§—2r\/§)m y es posible ubicar dentro del cubo un cilindro de radio r
y altura (\/5—2r\/§)m, siempre que este valor sea mayor que cero. Un cilindro de 1cm de radio
y (\/§—Zx0,01x\/§)m=1,703...m de altura puede ser ubicado dentro del cubo. Finalmente, el

cilindro del enunciado puede ser ubicado dentro del cubo.
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Problema 29 Un cilindro hueco y cerrado tiene la mitad de su volumen con agua. En el centro del "
cilindro hay una pulga. sEs posible encontrar una posicién del cilindro para que la
pulga no se moje?

WPIAD,

&
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Solucién

No es posible. Dado que el cilindro es un cuerpo con centro, toda seccién que divida al cilindro en
dos cuerpos del mismo volumen pasa necesariamente por su centro.

Problema 30 Una capsula se fabricé uniendo una semiesfera en cada uno de los extremos de un
cilindro de 3cm de radio por 18cm de largo. Si con la misma cantidad de material
se hubiera fabricado una capsula con forma esférica, ¢cual de las capsulas tendria
mayor capacidad?

DE LEOMETRIA 5>

Solucién

<
.
El material utilizado esta dado por el drea de la cdpsula, es decir, (4732+2723x18)cm? = 144wcm?2. 1!\
Con el mismo material, se puede fabricar una esfera de radio r sujeto a la condicién de que
1447 = 4mr?, o sea, r = 6. El volumen de la capsula es (4733/3+732x18)cm3 = 198rcm3, el volumen
de la esfera es (4763/3)cm? = 288 71cm?, de modo que la cdpsula esférica tiene mayor capacidad.
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Vemos los cuerpos redondos como sélidos de revolucidn, es decir:

Cuerpos obtenidos al girar en el espacio una figura plana alrededor de una recta que se encuentra en el mismo

plano de la figura.

Cilindros, conos, biconos y troncos de conos

Si se hace girar en el espacio un segmento alrededor de la recta /, ambos en un mismo plano, se
obtiene lo que podemos llamar la cara lateral de un cuerpo. La figura a continuacién ilustra los
distintos casos.

En el primer caso el segmento es paralelo a la recta, en los demds casos el segmento no es paralelo
a larectay en el dltimo caso es perpendicular a la recta.

Salvo en el dltimo caso, que es una corona circular, las superficies generadas no estdn en un plano
y son caras de cuerpos conocidos como: cilindro, en el primer caso; cono, en el segundo caso;
tronco de cono, en el tercer caso, y bicono, en el cuarto caso. Los cuerpos mencionados tienen
ademds otras caras que son circulos; salvo el cono, que tiene una cara circular, los demds cuerpos
tienen dos caras circulares.

El segmento que gira se llama generatriz del cuerpo de revolucion y la recta alrededor de la cual gira el
segmento se llama eje del cuerpo de revolucion.




Cilindro. El desarrollo de un cilindro estd formado por los dos circulos de las bases y un rectangulo
con un lado de igual longitud que las circunferencias en las bases y el otro lado de igual longitud
que la generatriz. Esta ultima longitud se conoce como la altura del cilindro.

El rectdngulo se une por dos lados opuestos para dar lugar a la cara lateral y los circulos forman
las bases del cilindro.
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Cilindro
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Sires el radio de los circulos bases y h es la altura del cilindro, entonces se tiene:
Area lateral: 27rh

Area total: 27trh+27tr2

El volumen del cilindro es igual al drea de la base por la altura, es decir:

Volumen: 7r2h

PDE LEOMETRIA 5>

Cono. El desarrollo de un cono estd formado por el circulo de la base y un sector circular, cuya
longitud de arco es igual a la longitud de la circunferencia de la base y cuyo radio es igual a la lon-
gitud de la generatriz del cono.
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El sector circular se une por sus radios para dar lugar a la cara lateral y el circulo forma la base del
cono.

El drea lateral del cono es el drea del sector circular que se obtiene en su desarrollo. Si r es el radio
de la base, g la generatriz y h la altura del cono, es decir, la distancia desde el vértice en la parte
superior hasta el plano de la base del cono, se tiene:

Area lateral: 7rg
Area total: 7trg + 7r?

El volumen del cono es igual a 1/3 del area de la base por la altura, es decir:
1,
Volumen: gn:r h

Teniendo en cuenta que g2 = h? + r?, podemos obtener el volumen como:

Lt

3

%n(gz L

Tronco de cono. El desarrollo del tronco de cono estd formado por dos circulos (base mayor y
base menor del cono) y un sector de corona circular con longitudes de arcos iguales a las longitu-
des de las circunferencias en las respectivas bases y con el ancho de la corona igual a la longitud
de la generatriz del cono.




El sector de la corona circular se une por sus segmentos para dar lugar a la cara lateral y los
circulos forman las bases del tronco de cono.

Tronco de cono

Tanto el volumen como el drea lateral del tronco de cono pueden obtenerse como diferencia de
volimenes de conos y como diferencia de areas de conos.

Sillamamos r al radio de la base menor, R al radio de la base mayor, ga la generatrizy h a la altura,
es decir, la distancia entre las bases, se tiene:

Area lateral: mg(r+R)
Area total: mg(r+R)+ mr2+ wR?
Volumen: (1/3)h(R*+Rr+r?)

Veamos la obtencién de la férmula del volumen segtin la indicacién dada.a
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De acuerdo con la figura precedente, los volimenes de los conos involucrados son respectivamente:
T 5o T2
—aR*H 'y —mar’(H -h)
3 3

y el volumen del tronco es:

1

gn(RzH —rZ(H —h))=%:m(R2H -r’H +r2h)=%n(H (R2 —r2)+r2h)

<
z
. y H H-h Rh .
Por semejanza de triangulos, resulta FR de modo que H = P En definitiva, el volumen .
-r
del tronco es: _

R-r

1371'( Rh (R2 —r2)+r2h) =l3:r(Rh(R+r)+r2h)=l3:rh(R2 +Rr+r2) 2o




Bicono. El bicono puede verse como la unién por sus vértices de dos conos que comparten el eje
y son proporcionales; es decir, el cociente entre la generatriz y el radio toma el mismo valor para
ambos conos. También puede usarse el término bicono para los cuerpos que se obtengan al unir
dos conos por sus bases iguales.

Las areas y los volimenes de los biconos se obtienen como sumas de dreas y volimenes de conos.

Esfera y casquete esférico

Esfera. La esfera es el cuerpo redondo que se obtiene al girar en el espacio un semicirculo alrede-
dor de la recta que pasa por su didmetro. La superficie generada por el arco de circunferencia se
llama superficie esférica.

La esfera no tiene un desarrollo plano como ocurre en los casos precedentes. El radio de la esfera
es el radio del semicirculo que la genera.

30 Esfera



El punto medio del didmetro del semicirculo se llama centro de la esfera. Si r denota el radio de la
esfera, se tiene:

Area: 47r2

Volumen: (4/3) mr’

Casquete esférico. Cuando un arco de circunferencia, con dngulo central menor que 7, gira alre-
dedor de la recta que pasa por el centro de la circunferencia y uno de los extremos del segmento,
se genera una porcion de superficie esférica que es la cara lateral de un cuerpo llamado casquete
esférico. Este cuerpo tiene ademas una cara circular generada por el segmento perpendicular al eje
de rotacién, que une el eje con el otro extremo del arco de circunferencia.
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Con los datos r, ay h de la figura, se tiene:
Area lateral: 27trh = s (a?+h?)
Area total: 2mrh+ma? = w(2a2+h?)

Volumen: (1/3)mh(3a?+h?) = (1/3)h(3r-h)

El casquete esférico también puede ser visto como una de las piezas en las que un plano secciona
a una esfera.
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Plano tangente

El plano tangente a una esfera, en un punto P, es el plano perpendicular al radio de la esfera deter-
minado por P que pasa por el punto P.

Dado un punto P sobre una esfera, la seccién de ésta por un plano que contenga al radio determi-
nado por P es una circunferencia C que contiene a P.

Es oportuno observar que el plano tangente a una esfera en el punto P es el plano que resulta de
hacer girar la recta m, que es tangente a C en el punto P.

Esfera inscripta

Una esfera estd inscripta en un prisma o en una piramide, si los planos determinados por las caras
del cuerpo son tangentes a la esfera.

Una esfera estd inscripta en un cuerpo de revolucién (cilindro, cono, tronco de cono), si su centro se
encuentra sobre el eje del cuerpo y toda seccién por un plano que contenga al eje consiste en una
circunferencia inscripta en la seccién del cuerpo (rectangulo, tridngulo, trapecio isésceles).

Esfera circunscripta

Una esfera estd circunscripta a un prisma o pirdmide, si todos los vértices del cuerpo estdn sobre la
esfera.

Una esfera estd circunscripta a un cuerpo de revolucidn, si su centro se encuentra sobre el eje del
cuerpo y toda seccién por un plano que contenga al eje consiste en una circunferencia circunscrip-
ta a la seccién del cuerpo (rectangulo, tridngulo, trapecio isésceles).




Problemas propuestos

1. Dos planos paralelos, a 4cm de distancia uno del otro y con
la inclinacién indicada en la figura, seccionan un cilindro de
2cm de radio en su base.

Hallar el volumen del cuerpo limitado por ambas secciones.

2. Se hace rotar un hexdgono regular de 1cm de lado alrede-
dor de uno de sus lados. ;Qué drea y volumen tiene el cuerpo
generado?

3. Una mediana de un tridngulo lo descompone en dos tridn-
gulos. Si estos tridngulos giran alrededor de dicha mediana, se
obtienen dos cuerpos; el volumen de uno de ellos es 30cm®.
Hallar el volumen del otro cuerpo.

4 Hallar el 4rea de la esfera inscripta en un cono de 4cm de
altura y 3cm de radio en la base.

Nota: Una esfera estd inscripta en un cono, si hace contacto en un punto
de la base y en una circunferencia en la cara lateral del cono.

5. Tres cafios cilindricos de iguales dimensiones hacen contac-
to dos a dos, a lo largo de una generatriz. Por la cavidad limi-
tada por estos cafos se hard pasar una pieza que puede ser:

a) Cilindrica.
b) Un prisma triangular con base regular.
c) Material de amalgama.

Hallar el volumen maximo de la pieza en cada caso, si los ca-
fios tienen Tm de didmetro por 2m de longitud.

6. Una piramide recta de 5cm de altura y con un hexdgono re-
gular en la base de 1cm de lado gira alrededor de su eje. ¢Cual
es el volumen del cuerpo obtenido? ;Cudl es el drea?
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7.Un tridngulo equil4tero de 6¢cm de lado gira alrededor de una
base media. Calcular el volumen y el area del cuerpo obtenido.

8. Un triangulo rectangulo gira alrededor de cada uno de sus
catetos, generando dos cuerpos de igual volumen. Hallar los
angulos del triangulo.

9. Un tridngulo rectédngulo de 3cm, 4cm y Scm de lados gira
alrededor de su hipotenusa. Hallar el volumen del bicono
generado.

10. Un arco de circunferencia gira alrededor de un diametro de
la circunferencia. Indicar cémo hallaria el 4rea de la superficie
generada, segtin los distintos casos que puedan presentarse.

11. Un sector circular de radio 1cm y 60° de dngulo central gira
alrededor su bisectriz. Hallar el drea y el volumen del cuerpo
obtenido.

12. Calcular la cantidad de aluminio necesario para hacer una
flanera cuyo perfil muestra la figura, donde cada cuadrito es
de 5cm de lado.

¢Cudl es la capacidad de la flanera?
Nota: La superficie de la flanera se obtiene al hacer girar la poligonal
dada alrededor de la recta m.

T




La siguiente figura ilustra la situacién planteada.

13. Se tiene un rectangulo de 12cm de perimetro. Si se gira
alrededor de uno de sus lados se obtiene un cilindro cuyo volu-
men es el doble del que se obtendria si se girara alrededor del
otro lado. Hallar el area del rectangulo.

14. ;A qué altura debe seccionarse un cono, de 10cm de altura,
con un plano paralelo a su base para obtener dos cuerpos de
igual drea lateral?

15. Las rectas my n son paralelas y m pasa por el punto medio
M del segmento AB. Si se gira el segmento AB alrededor de la
recta m, se obtiene una superficie de 20cm?. ;Qué drea tendra
la superficie obtenida al girar AB alrededor de la recta n?
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También pueden
inferesarle
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Apéndice: Resufiados aplicables a la resoluridn
de problemas Pitsgoras Medialriz Biseciriz
Circunferencia. Cuerdas y tangentes. Circunferencia
inseriplay eireunferencia eireunseripla Arco capaz.

Valor de este ejemplar $ 54.-

Problema 1 €l punto P se encuentra sobre la bisectriz el dngulo
AOB y su distancia a la recta OA es 6 cm. Si OB mide
8 cm, ¢cudl es el drea del triangulo OBP?

Solueitn:

El drea del tridngulo OBP es la longitud de OB por la altura medida desde P, y esto, dividido por 2. La altura por
P es precisamente, la distancia entre Py la recta determinada por OB. Dado que P se encuentra en la bisectriz
del dngulo AOB, la distancia entre Py la recta determinada por OB coincide con la distancia entre Py la recta
determinada por OA, esto es 6cm. Se tiene entonces que el drea de OBP es igual a 24 cm?.

Problema 2 En el tridngulo ABC, el segmento AD estd sobre
la bisectriz del angulo A. Hallar el perimetro de
ABC si AB=52cm, AC=27cmy CD=16cm.

Solueion:

Por propiedad de la bisectriz, debe ser:

De donde se deduce que:
08
16
Luego DB = 30,81 el perimetro buscado resulta:
30,814 16 + 27 + 52 = 125,81
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ciones geomélricas. Movimienlos
iones que a conlinuacion se exponen, Se propone que los problemas de construcciones sean
vealizadas facilmente con la herramienta abordados usando regla y compas o un programa
e un programa inleraclivo de geomelria. interactivo.

Problema 1 Dados las figuras y los
segmentos orientados,
trasladar las figuras
segtin cada uno de los
segmentos.

Trasladamos cada vértice segin el pri-
mer vector.

Trasladamos cada vértice
segin el segundo vector.

Trasladamos cada vértice segtin el tercer vector.
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