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ciones geomé{ricas. Movimientos
Las t maciones que a conlinuacion se exponen,
realizadas facilmente con la herramienta

de un programa inleractivo de geometria.

Problema 1 Dados las figurasy los
segmentos orientados,
trasladar las figuras
seglin cada uno de los
segmentos.

Solueién:

Trasladamos cada vértice

segun el segundo vector. /

Trasladamos cada vértice segltin el tercer vector.

~ TORNEO peas
» CUENCAS

Se propone que los problemas de construcciones sean
abordados usando regla y compas 0 un programa
interactivo.

=

Trasladamos cada vértice segtin el pri-
mer vector.




Problema 2 Inscribir una cuerda en la circunferencia
C que sea paralela a ABy de igual longitud .
que AB.
A

Solucion

Si se apoya un extremo del segmento AB sobre la cir-
cunferencia y se lo hace girar sobre la misma, mante-
niendo su direccién, el extremo no apoyado describe
una circunferencia.

Esta nueva circunferencia es la que se obtiene al

trasladar cada punto de C segtn la direccién y la B
magnitud del segmento AB.
A

El segmento quedara inscripto en C cuando el extremo que no se apoyaba en C pase por C, es
decir, en los puntos de interseccién de ambas circunferencias.

Comentario: Como se ve en la tltima figura, hay dos soluciones. ;En qué condiciones habra una
nica solucién? sEn qué condiciones no habra solucién?

Problema 3 Dados el paralelogramo y el cua-
drilatero en la siguiente figura

¢Es posible trasladar el paralelogramo de modo
que quede inscripto en el cuadrildtero? En caso
afirmativo, indicar cémo hacerlo.

Solucién

Para inscribir el paralelogramo, ha-
bra que inscribir los lados del mis-
mo. Tomamos uno de ellos y proce-
demos como en el problema 2.




Encontramos dos puntos para inscribir un segmento paralelo al segmento elegido y de la misma
longitud que éste. Para que el paralelogramo pueda quedar inscripto en el cuadrilatero, la tinica
posibilidad es usar la traslacién indicada

dado que si se traslada hasta el otro punto sefialado, el paralelogramo no quedarfa inscripto. En
la situacién del problema plantado, esta traslacion inscribe el paralelogramo en el cuadrilatero.

Problema 4 Trazar una recta paralela a/que
corte a las circunferencias Cy D en
cuerdas de igual longitud.

Solucion

Si trasladamos la circunferencia D en direc-
cién paralela a [ hasta que los centros de las
circunferencias C y la trasladada de D, que-
den en una perpendicular a /, cémo lo mues-
tra la figura:

encontraremos la solucién, trazando la recta determina-
da porlos puntos en la interseccién de las circunferencias.
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Problema 5 Construir un trapecio cuyos lados midan 2cm, 3cm, 4cm y 5¢cm respectivamente.

Solucion

Notemos primero que todo trapecio puede ser descompuesto en un tridngulo y un paralelogramo.

- P
/ \ AN
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El trapecio puede ser reconstruido a partir del tridngulo
trasladando uno de los lados del tridngulo una cierta
magnitud en la direccién paralela a la base.

Con datos del problema, los tnicos valores posibles para los
lados del triangulo son: 5¢cm —2cm =3cm, 3cm 'y 4em.

Problema 6 Construir un paralelogramo a partir de su paralelogramo de Varignon.

Solucion

Es oportuno observar que el segmento que une puntos me-
dios de lados opuestos de un paralelogramo, es paralelo a los
lados opuestos restantes y de igual longitud que éstos. Esto
puede justificarse, dado que el segmento puede obtenerse
como la unién de bases medias de tridngulos iguales con ba-
ses paralelas.

De la observacién surge que las diagonales del paralelo-
gramo de Varignon son iguales y paralelas a los lados del
paralelogramo.




Para resolver el problema, sélo debemos tra-
zar, por los vértices del paralelogramo de Va-
rignon, rectas paralelas a sus diagonales.

Problema 7 El punto P est4 en la interseccién de dos
circunferencias de centros Ay B respectivamente.
Usando un compas, determinar otro punto en la
interseccién de dichas circunferencias.

Solucion

Trazamos circunferencias
con centro en Ay centro en B
que pasen por P.

Comentario: De este problema elemental, surge que si las circunferencias se cortan en un solo punto, este punto debe estar
alineado con los centros y, en tal caso, la distancia entre los centros es igual a al suma de los radios. En general, podemos
apreciar que los puntos de interseccion de dos circunferencias ocupan posiciones simétricas respecto de la recta que une los
centros de las circunferencias.

Problema 8 El disco C se desplaza hacia el disco D siguiendo la direccién de la recta /.
Determinar los puntos en Cy en D donde estos discos entrardn en contacto.




Solucion

Si dos circunferencias tienen
un solo punto en comun, como en el caso de la figura,

la distancia entre sus centros es igual a la
suma de los radios (vea el problema 7). A
partir de esto, en el momento de contacto,
el centro del disco C se encontrara en una
circunferencia con el mismo centro que D
y radio igual a la suma de los radios de Cy
D. Por otra parte, el centro del disco C se
desplazard sobre en la recta paralela a/que
pasa por este centro.

Solucion

Tendremos en cuenta el siguiente hecho:

Si una rotacion mueve un punto en otro, su centro se encuentra en la mediatriz del A
segmento que une dichos puntos.

Si la rotaciéon mueve A en Cy B en D el centro serd la interseccién de las
mediatrices de los segmentos ACy BD.

Resta saber si hay consistencia en los dngulos, es decir si el angulo que barre A hasta llegara Ces
el mismo que barre B hasta llegar a D.

En la figura O es el centro de la rotacién. Por la ubicacién del los
puntos sobre el cuadriculado debe ser AB = CD, por ser O el punto de
interseccién de las mediatrices, es AO= 0By CO= 0D, de manera que
los tridngulos AOB y COD son iguales y en consecuencia los angulos
AOCy BOD son iguales.




Problema 10 Inscribir un segmento en el
triangulo dado de modo que P sea
punto medio del segmento inscripto.

Solueién:

Si el problema estuviera resuelto y rotamos
180° el segmento obtenido alrededor del punto
P, obtendremos que los extremos del segmen-
to son intercambiados por la rotacién, es decir,
ambos extremos deben estar tanto en el tridn-
gulo dado como en el tridngulo resultante de
rotar 180° alrededor de P.

Comentario: Notar que segiin la posicion del punto P, podria
haber mds de una solucion.

Problema 11 En el tridngulo dado, inscribir un
triangulo equildtero de modo que uno
de sus vértices sea el punto P.

Solucion

Si rotamos el tridngulo 60° alrededor de P, en sentido anti hora-
rio, un vértice del tridngulo buscado se movera sobre el otro, es
decir, pertenecerd a la interseccién de ambos tridngulos.

En este caso hay dos soluciones:

Comentario: Cuando se habla de inscribir un tridngulo en otro, por lo general
se entiende que el tridngulo inscripto debe tener un vértice en cada lado del otro
tridngulo. En sentido mds amplio, un tridngulo se inscribe en otro si sus vértices
estdn en los lados del otro.

En el problema también podria buscarse una solucion considerando una construc-
cion similar a la dada pero rotando en sentido horario.




Prohlema 12 Inscribir el cuadrilatero
dado en un cuadrado.

Solucién

Consideremos cualquier cuadrilatero
inscripto en un cuadrado.

Si se rotara 90° alrededor del centro del cuadrado:

una diagonal del cuadrilatero se movera a un segmento perpendicular
a ellay de igual longitud: Si este segmento se traslada sobre un lado del
cuadrado para que coincida con un vértice de la otra diagonal, se tiene
dos puntos en un lado del cuadrado.

De esta manera se observa que un lado del cuadrado esta sobre la rec-
ta que pasa por esos dos puntos.

Resolvamos el problema usando la construccién precedente. Trazamos
un segmento perpendicular a una diagonal y de igual longitud que esta
que coincida en un extremo con la otra diagonal.

Sobre la recta que une estos dos puntos estd un lado
del cuadrado. Completamos la construccién trazan-
do las rectas por los vértices restantes.
[ ]
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Problema 13 En la figura hay dos cuadrados y
un cuadrildtero. Mostrar que el
paralelogramo de Varignon del
cuadrilatero es un cuadrado.

Solucion

Si se rota el tridngulo coloreado de rojo, 90° en sen-
tido horario, alrededor del punto O, se obtiene el
triangulo coloreado de azul.

Esto muestra que las diagonales del cuadrilatero
son perpendiculares y de igual longitud, lo mismo
ocurre con el paralelogramo de Varignon.

Luego el paralelogramo es un cuadrado.

Comentario: Es oportuno recordar que un paralelogramo con las diagonales
iguales es un rectdngulo y si ademds éstas son perpendiculares, es un cuadrado.

Problema 14 ¢Puede servir cualquier cuadrildtero como baldosa para cubrir un plano?

Solucién

Consideremos un cuadrildtero cualquiera, por ejemplo con los
cuatro lados distintos

Por simplicidad, buscamos soluciones donde dos baldosas de esta
forma pueden ser coloca-

das coincidiendo en uno de
sus lados como en la figura

En el primer caso, las baldosas estan ubicadas en forma si-
métrica respecto de uno de sus lados, mientras que en el
segundo, una se obtiene rotando la otra 780° respecto del
punto medio de uno de sus lados. La siguiente figura ilustra
la rotacién.




Para un cuadrildtero cuyos dngulos midan 94°, 97°, 85°
y 84°, la situacion del primer caso no permitiria com-
pletar el embaldosado. Por ejemplo, si fuera el caso que
ilustra la figura:

El dangulo or =360°-2x84°=192° tiene que obtenerse como suma de los angulos del cuadrilate-
ro, ya que la regién sefialada por este dngulo debe cubrirse con esquinas de baldosas;

Con tres esquinas se sumaria como minimo 3 X 84°=252°; los casos de dos esquinas no exceden
a 94°4+97°=191°, luego no es posible completar esta configuracion.

Situaciones similares ocurren si se trabaja sobre otros lados del cuadrilatero.

El segundo caso permite llegar a un embaldosado reiterando el movimiento sobre los puntos me-
dios de los lados de los cuadrilateros generados. Las siguientes figuras ilustran la construccién.

Esta construccién no presenta el inconveniente de la anterior, porque en todos los casos, las es-
quinas concurrentes son las cuatro esqui-

nas de la baldosa, cuyos angulos suman

360°. Avanzando en el proceso anterior, el

embaldosado toma el aspecto dado por

siguiente figura, donde con los diferentes

colores se destaca el hecho que se forman

dos familias obtenidas cada una por tras-

lacién de un mismo cuadrilatero en posi-

ciones distintas.




Después de esto, una justificaciéon de que el embaldosado es posible, puede :
darse de la siguiente manera: A partir de un cuadrildtero dado se construye un
paralelogramo trazando por vértices opuestos rectas paralelas a la diagonal

que no los tiene por extremos.

Este paralelogramo, con el cuadrilatero
como disefio interior, es una baldosa que
claramente permite embaldosar el plano.

Se observa que el embaldosado genera nuevos cuadrilateros,
en color blanco, éstos se pueden obtener rotando 780° con
centro en el punto medio del lado comun. Justifican esta afir-
macién los paralelogramos coloreados en rojo y azul en la
figura cuyas diagonales se cortan en el punto medio del lado
comun.




Problema 15 De un cuadrilatero de papel se recorta el paralelogramo de Varignon y quedan
cuatro triangulos. Mostrar que estos tridngulos pueden acomodarse para formar el
paralelogramo de Varignon.

Solucién

Teniendo en cuenta el problema anterior, se observa que los
paralelogramos de Varignon de cuatro baldosas vecinas ro-
dean un nuevo paralelogramo de Varignon cémo muestra la
figura. El mismo estd dividido en cuatro tridngulos

Estos cuatro tridngulos son los que en cada baldosa rodean al
paralelogramo de Varignon.

Problema 16 Las siguientes figuras son obtenidas, una de
otra, por una reflexiéon. Encontrar el eje de
simetria.

Solucién

Teniendo en cuenta las formas de las figuras, se distinguen dos puntos A y A’ que deben corres-
ponderse mediante la reflexién.

En consecuencia, el eje de la reflexién es la mediatriz del segmento AA’,




Problema 17 Entre los perimetros de los tridngulos que tienen un lado de 8m y area 12 cm?,
¢Cudnto es el menor posible?

Solucion

Si consideramos el lado AB de 8cm, la altura correspon-
diente tiene que ser de 3cm.

Esta situacién se cumple mientras el punto a C pertenezca
una la recta paralela a AB ubicada a 3cm de distancia del
lado AB. El perimetro serd minimo cuando sea minima la
suma AC + CB. Por el principio de la reflexion, el menor valor
de esta suma estd dado por la longitud del segmento AB’,
donde B’ es simétrico de B respecto de la recta que pasa
por C

Por el Teorema de Pitdgoras se tiene que AB’ = 10cm, de
manera que el perimetro minimo es 78cm y es el del trian-
gulo AC’B.

Problema 18 Inscribir un romboide en el cuadriltero dado de modo
que dos de sus vértices sean los puntos marcados.

Solucion

Un romboide es simétrico respecto de
la recta que contiene a una de sus dia-
gonales. Los puntos marcados seran los
extremos de una diagonal del romboide
buscado. Si simetrizamos el cuadrildtero
respecto de la recta que une estos pun-
tos, tendremos los candidatos para los
vértices restantes del rombo.




Problema 19 Mostrar que los lados de un angulo son simétricos respecto de la recta que contiene
a la bisectriz del mismo.

Solucién:

Si desde un punto A en un lado de un angulo con vértice O se traza una recta perpendicular a la
bisectriz, ésta corta a la bisectriz en el punto Py al otro lado del 4ngulo en el punto B.

Para mostrar que A y B son simétricos respecto de la bi-
sectriz, es preciso establecer que AP = PB. Los tridngu-
los BOP y AOP tienen dos angulos iguales y el lado OP,
adyacente a estos angulos es comtin a ambos tridngulos,
entonces son tridngulos iguales, es decir AP = PB.

Problema 20 Desde un punto P parten tres
semirrectas. Construir un triangulo con
un vértice sobre cada semirrecta de
modo que P sea el punto de interseccién
de las bisectrices del tridngulo. .

Solucién

Las prolongaciones de dos lados de un tridngulo son simétricas respecto de la bisectriz en el vér-
tice comun a estos lados.

De modo que, si el vértice
A se refleja respecto de las
bisectrices en los vértices B
y C, sus imdgenes caen en la
recta que une B con C.

Para resolver el problema, tomamos un punto A sobre una
de las semirrectas y lo reflejamos respectos de las rectas que
contienen a las otras semirrectas para determinar la recta
que contiene al lado BC.




Problema 21 En teorfa, las bolas de un billar se mueven en la mesa siguiendo el principio de la
reflexion, es decir, para ir de un punto a otro siguen el camino mas corto posible.
¢En qué direccién y sentido debe salir una bola A para golpear en forma plena a la
bola B, en las condiciones siguientes?

1

i) Toca la banda 1 luego toca B.
i) Toca la banda 1, luego la banda 2 y finalmente B.
iii) Toca la banda 4, la banda 2 y luego B.

iv) Toca sucesivamente las bandas 4, 1, 3 y luego B.

v) Toca las cuatro bandas y luego B.

Comentario: Se ha usado la frase golpear en forma plena, con esto se quiere decir que el centro de la bola que
se va a golpear se encuentra en la linea de movimiento que describe el centro de la bola que la golpeara,
de esta manera, las bolas se pueden pensar como puntos.

Solucién

La condicidn i), es exactamente la del principio de la reflexion,
la bola A debe ir hasta la bola B tocando la banda 7 por el
camino mds corto posible, la solucién es apuntar al punto B’
simétrico de B respecto de la recta que determina la banda 1.

Para la condicién ii) usaremos el principio de la reflexién dos veces. Consideramos el punto B’ si-
métrico de B respecto de la recta que determina la banda 2y B” el simétrico de B’ respecto de la
recta que determina la banda 7.

Apuntando a B”, la bola llegara a la banda 7 y se desviara en la direccién de B’, luego, al llegar a
la banda 2, se desviara hacia B.

Los casos restantes se dejan como desafio para el lector.




Problema 22 Dar una direccién y sentido, si existe,
en la que deba salir la bola de billar
A para volver a su posicion luego de
tocar una vez en cada una de las
cuatro bandas.

Solucion

En la figura, hemos buscado una
solucién usando el principio de la
reflexion cuatro veces.

En este caso, se buscé que el recorrido
sea banda 7, banda 2, banda 3 y banda
4. Este recorrido también puede hacer-
se en sentido contrario. Buscando otras
posibilidades encontramos el siguiente
recorrido, tomado en ambos sentidos:

Las soluciones se obtendrdn reflejando el puno A respecto de las cuatro bandas en todos los
6rdenes posibles, que son 24, sin embargo, sélo se obtendrdn cuatro soluciones, que son las dos
anteriores si se consideran en ambos sentidos. Si denotamos con g, b, ¢, d las reflexiones respecto
de las bandas 1, 2, 3, 4 respectivamente, puede comprobarse que:

ab=ba

es decir que el resultado de:

reflejar un punto respecto de la banda 1 y luego reflejar el punto obtenido, respecto de la banda 2,

es el mismo que:
reflejar el punto respecto de la banda 2 y luego reflejar el punto obtenido, respecto de la banda 1.

Otras identidades vélidas son: ad = da, bc = cb, cd = dc. Con estas igualdades, puede establecerse que
las reflexiones sucesivas listadas a continuacién coinciden.




abcd = bacd = abdc = acbd = badc = bdac
dcba = dcab = cdba = dbca = cdab = cadb
adbc = adcb = dabc =acdb = dbac = dacb
cbda = beda =cbad = bdca = cabd = bcad

Finalmente, observamos que en ambos recorridos tienen sus lados paralelos a las diagonales,
¢puede encontrar el motivo de esta propiedad? ;Qué longitud tiene el recorrido en relacién con
las dimensiones de la mesa de villar?

Problema 23 Andlogo al problema 22 pero con una mesa triangular como en la figura.

Solucion

Reflejando el punto sucesivamente respecto de las rectas determinadas por los lados del triangu-
lo, obtenemos las soluciones, por ejemplo:

En principio hay seis soluciones, dado que hay seis maneras de ordenar las tres reflexiones consi-
deradas. /Qué pasa si el triangulo es rectangulo?
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Problema 24 Encontrar el camino

T méscorto que parte
desde el punto Py
pasa por los lados
del tridngulo que no
contienen a P.

Solucién

Seglin en qué orden se pase por los la-
dos que no contienen a P, las solucio-
nes se construyen usando el principio
de la reflexion.

Se refleja uno de estos lados respecto del otro y sobre el segmento obtenido se busca el punto mas
proximo a P, este punto dard la direccién en la que se ver partir.

Problema 25 Inscribir un triangulo en el tridngulo
dado de modo que P sea uno de sus
vértices y su perimetro del menor
valor posible.

Solucion

Si P’y P” son los simétricos de P respecto de los la-
dos del tridngulo que no contienen a P:
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El perimetro de un tridngulo inscripto
que pase por P serd igual a la longitud
de la poligonal marcada en la figura.
Para obtener el tridngulo de menor
perimetro posible, tomamos aquél cuyo
perimetro es igual a la longitud del
segmento que une P’ con P”.

Comentario: En un tridngulo acutdngulo, el triangulo
cuyos vértices son los pies de las alturas del tridngulo se
llama tridngulo drtico. En el apéndice se presentan algunas
propiedades sobre este triangulo.

Entre los problemas propuestos, se pedird al lector que use un programa interactivo para ver el comportamiento del perime-
tro del tridngulo drtico en relacion con el perimetro de otro tridngulo inscripto.

Problema 26 Partiendo de la siguiente figura,
hallar el centro de la homotecia que
transforma el cuadrado menor en el
cuadrado mayor.

Solucion

Dado que por una homotecia, un segmento se
transforma en otro paralelo al mismo, un lado
vertical de un cuadrado deberd transformarse en
un lado vertical del otro. Por lo tanto hay dos po-
sibilidades que se indican a continuacién.




En el primer caso el centro encontrado, corresponde a la homotecia en la situacién del problema.
En el segundo, la homotecia transforma el cuadrado menor en el nuevo cuadrado que aparece en
la figura.

Problema 27 Inscribir un cuadrado en el tridngulo dado que
tenga dos de sus vértices sobre el lado AB.

¢Se puede hacer lo mismo, pero sobre el lado BC?

Solucion

Si dibujamos el cuadrado externo ADEB sobre el lado AB,

los segmentos CD y CE cortan a AB en dos puntos
que sirven como vértices para el cuadrado buscado.
La justificacién se obtiene considerando semejanza
de triangulos.

Problema 28 En la hoja de cuaderno quedan libre los dltimos tres renglones, se desea dibujar un
triangulo cuyos angulos miden 45°, 60°y 75°, poniendo un vértice encada rengldn.
¢Es esto posible? ;Cémo lo conseguirfa?

Solucién

Es conveniente notar que cualquier tridngulo con sus

vértices en tres renglones consecutivos N




necesariamente tiene una de sus medianas sobre segundo renglén, ésta es precisamente la que
parte desde el vértice en este renglén. La razén de esta afirmacion es que el segundo renglén
descompone al tridngulo en dos tridngulos de igual drea, dado que éstos comparten un lado y las
alturas correspondientes son iguales a la distancia

entre dos renglones consecutivos.

Después de esta observacién, la solucién puede
obtenerse como sigue.

Se dibuja un tridngulo con los dngulos indicados, / \

apoyando dos vértices en el segundo renglén.

La mediana que parte de uno
desde uno de estos vértices se
dibuja sobre el segundo renglén
como lo muestra la figura,

La bisectriz del dngulo que for- Af{ / \

ma la mediana con el segundo ) \ /
renglén, sirve para reflejar este

tridngulo en uno con la mediana

sobre el segundo renglén.

A
. W )
/\

\
\\

El triangulo ABC dado en la figura

A

&

/

tiene el lado BC paralelo a DE , para ver esto bastard mostrar que CG =BF de modo que BFGC serd
un paralelogramo. Dado que EH =HD y GH =HF resulta EG =DF. De la semejanza entre los tridn-
gulos AHE y CGB y entre los triangulos AHD y BFD se tiene:

CC_EC_FD_BF
AH EH DH AH
de donde surge que CG =BF.

Finalmente, como BC y DE son paralelos, los triangulos ABC y ADE son semejantes, luego tienen
los mismos angulos.
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Problema 29 Inscribir un triangulo en el tridangulo
ABC de modo que sus lados sean

paralelos a los lados del tridngulo
DEF.

Solucion

Si por los vértices de DEF, trazamos paralelas a los
lados AC, AB y BC respectivamente, inscribimos el
tridngulo DEF en un tridngulo A’B’C’ que es seme-
jante a ABC.




Problema 30 Hallar una poligonal AEDB sobre el
triangulo ABC como en la figura, tal
que AE=ED=DB.

Solucion

Filamos un radio menor que los lados del tridngulo y tra-
zamos las circunferencias con dicho radio como se indica
en la figura:

Con centro en A determinamos P sobre AC, con centro en
B determinamos Q sobre BC. Una paralela a AB por el pun-
to Q corta a la circunferencia con centro P en el punto R.

Trazamos una paralela a BC por el punto R para determi-
nar el tridngulo AB’C’ semejante a ABC.

Por la construccién, el problema esta resuelto para el
triangulo AB’C’ semejante a ABC. Con la homotecia con
centro en A podemos determinar D sobre el lado BCy con
una paralela a PR que pase por D, encontramos E sobre
el lado AC.

De este modo, encontramos la solucién al problema:

c
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thlema 31 Construir un cuadrado dada la diferencia entre su diagonal y su lado.

Solucion

Sobre una recta m dibujamos un cuadrado y tomamos sobre su diagonal el segmento AB cuya
medida es la diferencia entre la diagonal y el lado del cuadrado. Con un extremo en la recta m,
ubicamos el segmento PQ paralelo a AB y cuya medida es la diferencia entre la diagonal y el lado
del cuadrado que queremos construir. La recta que une B con Q corta a m en el punto O.

Trazamos una perpendicular a m por el punto Py usamos O como centro de homotecia para de-
terminar el lado PR del cuadrado buscado sobre la perpendicular a m.

Construimos el cuadrado partiendo de su lado PR
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Problema 32 En el trapecio de la figura estd marcado el punto
medio de una base. Indicar cémo es posible construir
el punto medio de la otra base usando sélo una regla
(sin graduar).

Solueién:

Vamos a introducir la siguiente propiedad que ayudara a resolver el problema.

En todo trapecio las diagonales y la linea que une puntos medios de
las bases son concurrentes.

En efecto, las diagonales del trapecio delimitan dos tridn-
gulos semejantes, como lo muestra la figura.

El centro de la homotecia que relaciona estos triangulos semejantes, es decir la interseccién de las
lineas que unen pares de puntos homdlogos, es precisamente el punto en la interseccién de las
diagonales. Esta homotecia transforma el punto medio de una base en el punto medio de la otra
base, luego, ambos puntos medios y el centro de la homotecia estdn alineados.

Ahora la solucién al problema es simple: trazamos las dia-
gonales y por el punto de interseccién de éstas trazamos
una recta que pase por el punto medio dado.

Problema 33 Construir todos los cuadrados que tengan dos de sus vértices en la circunferencia y
los otros dos sobre la recta dadas en la figura.

Solucion

Dos vértices del cuadrado estardn sobre la recta, estos vértices no pueden ser opuestos, por que
los vértices restantes quedarian uno en cada semiplano que determina la recta. En consecuencia,
un lado del cuadrado estard sobre la recta y el lado opuesto serd una cuerda de la circunferencia
paralela a la recta. De manera que la mediatriz de esta cuerda pasa por el centro de la circunferen-
cia y es perpendicular a la recta.




Esta mediatriz también pasard por el cetro del cuadrado. Los cuadra-
dos buscados seran homotéticos al cuadrado auxiliar que dibujamos
apoyado en la recta, con O el centro de homotecia en la interseccién
de la mediatriz con la recta dada.

Para encontrar las soluciones, consideramos los puntos en las se-
mirrectas que parten de O y pasan por los vértices del cuadrado
auxiliar que no estdn en la recta.

De esta manera obtenemos las cuerdas en la circunferencia que
son lados de los cuadrados buscados.
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Problema 34 Las bases de un trapecio miden 7cm'y 17cm respectivamente. Un segmento paralelo
a las bases secciona el trapecio en dos trapecios de igual 4rea. Hallar la longitud de

este segmento.
/—7m—~\

Solucion

Prolongamos los lados opuestos del trapecio para formar un tridngulo.

Quedan determinados tres tridngulos semejantes R, Sy T con bases homdlogas de 17cm, xcm 'y 7cm,
donde x es el valor a determinar. Indiquemos conr, sy t las dreas de R, Sy T respectivamente. Como
estos tridngulos son semejantes, podemos decir que:

) )
s=|l—|r t=|—1|r
17 17

t+r .
Como debe ser s—t=r—s, resulta S=T o bien:

)

De modo que;

y resulta x = 13.
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APENDICE

Resultados aplicables a la resolucién de los problemas

Transformaciones geométricas del plano

Las transformaciones que se describen en este apartado, son llamadas transformaciones geomé-
tricas del plano. Estas trasformaciones se han usado en la resolucién de los problemas presenta-
dos al comienzo de estas notas.

Traslacién paralela

La traslacién paralela, o simplemente traslacién, es la transformacién asociada a un segmento
orientado. Cuando un segmento se recorre desde uno de sus extremos hasta el otro, se suele in-
dicar este sentido del recorrido con una flecha sobre el par de letras que denotan sus extremos.

La notacién AB, indica que el segmento se recorre desde A hacia B. Si se ha sefialado el sentido
del recorrido, el segmento se llama entonces, segmento orientado o vector.

Para visualizar el movimiento que produce una traslacién en el plano, mostramos cémo se trans-
forman algunas figuras geométricas por una traslacién asociada al segmento orientado AB. Para
la representacion geométrica de segmentos orientados, se usan flechas.

La siguiente figura ilustra la representaciéon de un mismo segmento, el primero no orientado, el
segundo y tercero, orientados en sentidos opuestos.

B B

Fijado el segmento orientado AB, a continuacién indicamos cémo se traslada o transforma un
punto P del plano. A partir de los datos en la figura:

°p

Se traza la recta AP, por B una paralela a APy por P una paralela
a AB para formar el paralelogramo APOB.




La traslacién asociada al segmento orientado AB, transforma el punto P en el punto Q. una
manera de visualizar la traslacién es pensar que P se desplazé hasta Q conforme la direccién, el

sentido y la longitud del segmento orientado AB.

B

De esta manera, podemos ver en qué se transforma una figura transformando cada uno de sus
puntos, por ejemplo un segmento, un tridngulo, una circunferencia.
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La rotacién

La rotacién es una transformacién asociada con un punto Oy un dngulo orientado o previamen-
te fijados. El punto O se llama centro de la rotacion y el angulo «, dngulo de la rotacion. La rotacién

transforma un punto P del plano en un punto Q, de modo que PO=QO vy el dngulo POQ=a.

La orientacién de o, puede ser en sentido horario o anti horario. Por ejemplo, en la figura se muestra
el efecto sobre el punto P de una rotacién, con centro Oy dngulo o, en sentido antihorario en el
primer caso y sentido horario en el segundo.

Para obtener el punto O graficamente, se dibuja el dngulo
POR con el valor y la orientacién de o y se toma la intersec-
cién entre la semirrecta OR y la circunferencia con centro O
que pasa por P.




A continuacion, se ilustra cémo transforma una rotacién con centro O y dngulo de 45° y sentido
anti horario, un segmento, un tridngulo, una circunferencia.

La reflexidn o simetria respecto de una recta.

Esta transformacién se asocia con una recta / dada, llamada eje de simetria. Cada punto P del plano
se transforma en el punto O de modo que / sea la mediatriz del segmento PQ.

Para obtener el punto O graficamente, se traza la recta
m perpendicular a / que pasa por P. Con centro en el
punto O, intersecciéon de my |, se traza la circunferencia
que pasa por P. El punto Q es el punto, distinto de P, en
la interseccién de m y la circunferencia.

Los ejemplos siguientes muestran cémo se simetrizan o reflejan algunas figuras geométricas res-
pecto de la recta /.
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El principio de la reflexién

Un cldsico problema asociado con la reflexion es el de encontrar el camino mas corto para ir des-
de un punto A hasta un punto B pasando por algin punto de una recta m.

La solucién para este problema puede obtenerse usando la reflexién respecto de la recta m. Si
reflejamos el punto B respecto de esta recta, podremos comparar la longitud de un camino dado
con la longitud del segmento AB’ que se muestra en la figura:

Queda claro que el camino mas corto es el que tenga la distancia que hay entre Ay B’.
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La homotecia

Esta transformacién se asocia con un punto O llamado centro de la homotecia y un nimero no nulo
r llamado razon de la homotecia. El punto P se transforma en el punto QO de la recta OP de modo tal
que:
00 _
OP
La razén puede ser un niimero positivo o negativo. En el primer caso, los segmentos OP y OQ se

asumen orientados en el mismo sentido, mientras que en el segundo caso, los segmentos se con-
sideran orientados en sentidos opuestos.

r.

La siguiente figura ilustra las homotecias con centro O y razones ry —r donde r estd dado por la
longitud de un segmento.

Se construye una semirrecta OA de modo que el segmento OA sea de longitud 7. Sobre esta se-
mirrecta se toma el punto B tal que OB tenga longitud r. Por los puntos Ay P se traza la recta / y
por el punto B la recta m paralela a /. El punto O en la interseccién de / con la semirrecta OP es el
punto en que se transforma P por la homotecia con centro O y razén r. Por otra parte, el punto
Q’ simétrico de Q respecto de O, es el punto en que se transforma P por la homotecia con centro
Oy razén —r.

La siguiente figura muestra cémo se transforma el triangulo ABC respecto de la homotecias con
centro O y razén 2 en el tridngulo A’B’C’ y cémo se transforma el tridngulo ABC respecto de la
homotecia con centro O y razén —1 en el tridngulo A”B”C”.

En conveniente destacar las siguientes propiedades.

Dos segmentos paralelos pueden ser transformados uno en el otro mediante una homotecia.




En general hay dos homotecias, en la siguiente figura mostramos cémo obtener los centros de estas
homotecias:

Uniendo con rectas los vértices de los segmentos paralelos a y b, encontramos dos puntos Py O, que sir-
ven como centros de homotecias que transforman un segmento en el otro. Este hecho puede justificarse
usando el Teorema de Thales y los detalles se dejan para los desarrolle el lector.

¢En qué situacién habrd una sola homotecia? ¢Cudl sera su razén?

Una homotecia de razon r transforma un segmento s de longitud | en un segmento paralelo a s cuya longitud es |
por el valor absoluto de r.

En la figura O es el centro de la homotecia, A’ es el transformado de Ay B’ es el transformado de
B. Dadas las relaciones:

A'O B'O
A0 BO
Por el Teorema de Thales, los segmentos AB y A’B’ resultan paralelos y consecuencia los tridngulos
AOB y A’°OB’ son semejantes, de modo que:
A'B' A0 _B'O
AB A0 BO

Un hecho destacado respeto de las homotecias es el siguiente.

Si los lados de un tridngulo son paralelos a los lados de otro tridngulo, entonces hay una transformacion geométrica
que lleva uno en el otro.

Es claro que en la situacién

del enunciado precedente, los
tridngulos son semejantes, y

que lados homélogos deben ser
paralelos. Las rectas que unen
vértices homdlogos seran paralelas
O concurrentes cCOmMo se muestra en
la figura:




Notar que si la razén de semejanza es igual a 1, los lados homélo-
gos son de igual longitud y como se asumen paralelos, son los lados
opuestos de un paralelogramo conforme lo ilustra la figura:

Queda claro que, en este caso, una traslacién lleva un tridngulo en el otro.

Si la razén de semejanza fuera distinta |
de 1, las rectas, que unen vértices

homdlogos, no son paralelas, ya que los

lados homélogos son de distinta longitud.

Si O es el punto de interseccién de dos

de estas rectas, hay una homotecia con

centro en O que transforma un lado

del tridngulo A en el lado homdlogo del

tridngulo B:

y en consecuencia transforma el tridngulo A en un tridngulo C cuyos lados son paralelos a los lados
de By comparte un lado con B, pero entonces C = B, es decir, la homotecia considerada transfor-
ma el tridngulo A en el tridngulo B. Como consecuencia de esto, las rectas que vértices homélogos
concurren en el centro de las homotecias que llevan un tridngulo en el otro.

Extendiendo el concepto de semejanza de tridngulos, podemos decir que:

Dos figuras en el plano son semejantes si mediante sucesivas transformaciones geométricas, es posible transformar
una de ellas en la otra.

Es entretenido ilustrar, usando un programa interactivo que incluya las transformaciones geomé-
tricas, que son semejantes: dos cuadrados, dos circulos, dos rectangulos con la misma relacién
entre sus lados, dos tridngulos con la misma terna de dngulos.

Por ejemplo: Indicar las sucesivas trasformaciones geométricas que apliquen un tridngulo en el
otro, ambos con vértices en la cuadricula.




También se puede verificar, usando el programa, que se cumple el siguiente enunciado:
Una homotecia de razon r transforma una figura geométrica de drea & en una figura de drea d?.

Aqui usamos el término figura geométrica para referirnos a las figuras que son frecuentes en la
literatura de la geometria del plano, tales como poligonos, circulos, coronas, etc.

En la siguiente figura se muestra el centro de la homotecia de razén 2 que transforma la figura
mas pequefia en la otra figura

La figura a continuacién, muestra el mismo centro de la homotecia pero de razén -2, que trans-
forma la figura mas pequefia en la otra figura.

La figura original estd formada por dos semicirculos, lo mismo ocurre con la figura transformada,
sélo que los radios de los circulos tienen una longitud igual al doble de las longitudes de los radios
originales. En consecuencia el drea de la figura transformada es 4 veces el rea de la figura original.

El ortocentro y el triangulo értico

La alturas de un tridngulo, o sus prolongaciones, concurren en un punto llamado el ortocentro.

La validez de la afirmacién precedente, puede establecer-
se si se tiene en cuenta que todo triangulo puede ser ins-
cripto en un triangulo semejante al mismo, como el tridn-
gulo de los puntos medios de los lados. Esto se consigue
trazando, por cada vértice del tridngulo, una paralela al
lado opuesto.




De esta manera, las rectas determinadas por las alturas del tridngulo, pasan a ser las mediatrices
de los lados del tridngulo construido, es decir, el ortocentro del triangulo inicial serfa el centro de
la circunferencia que circunscribe al tridngulo construido.

Por otra parte, como los tridngulos son semejantes y los lados homdlogos son paralelos, podemos
obtener el centro G de la homotecia que los relaciona uniendo los pares de vértices homdélogos:

Esta es una homotecia de razén —2. Los segmentos de las lineas trazadas, cortan a los lados del
triangulo inicial en los puntos medios, por ser las diagonales de los paralelogramos que se forman

en la figura,

Los segmentos que unen los vértices de un tridngulo con el punto medio del lado opuesto se lla-
man medianas del tridngulo. Del andlisis precedente, surge que:

Las medianas de un tridngulo concurren en un punto G, llamado baricentro. El baricentro divide a cada mediana
en la relacion 2:1.

Otra observacién que podemos hacer, estd relacionada con los pies de las alturas. En un triangulo
acutdngulo los pies de las alturas son los vértices de un tridngulo inscripto llamado tridngulo drtico.




Podemos establecer la siguiente propiedad:

Las alturas de un tridngulo acutdngulo estdn sobre las bisectrices de su tridngulo drtico.

Observando la siguiente figura y teniendo en cuenta el concepto de arco capaz,

concluimos que los vértices de un lado de triangulo y los pies de las alturas correspondientes a los
otros dos lados, son cuatro puntos que estdn en la circunferencia que tiene por didmetro al lado.
En consecuencia, los dngulos marcados en la figura precedente son iguales. Por otra parte, como
muestra la figura siguiente, hay otros cuadrildteros con dngulos opuestos rectos cada uno de ellos

formado por el ortocentro, un vértice y los pies de al-
turas correspondientes a los otros vértices. Como se
ha observado, estos cuadrildteros son inscriptibles por
tener un par de dngulos opuestos rectos.

Por el mismo concepto de arco capaz, los cuatro dngulos marcados en la figura anterior son igua-
les. Esto muestra que una altura del tridngulo dado esta sobre la bisectriz del triangulo értico del
angulo con Vvértice en el pie de dicha altura.

Razonando del mismo modo sobre los otros lados del tridngulo, se establece la validez de la afir-
macién enunciada.

Comentario: Las transformaciones geométricas: traslaciones, rotaciones y simetrias tienen una propiedad
comun de conservar distancias entre puntos, es decir, si los puntos A,B se transforman en A’y B’ respec-
tivamente, entonces la distancia entre Ay B es la misma que la distancia entre A’y B’. De esto hecho se
deducen propiedades tales como: estas transformaciones conservan longitudes, dngulos, dreas, etc.




Probjemas fFropuestos

1. Para dibujar el trasladado de un cuadrilatero
convexo segun un vector dado, ;Cudntos puntos
trasladados se necesita conocer?, sCudles elegiria?
Cémo resolveria el mismo problema si el cuadrild-
tero no es convexo.

2 Segtn la figura, ¢Es posible trasladar el cuadra-
do de modo que quede inscripto en alguno de los
tridngulos?

3. Un punto P se rota 180° alrededor de un punto
Ay se obtiene el punto Q. Luego, O se rota 180°
alrededor de B y se obtiene el punto R que dista a
20cm de P. scudl es la distancia entre Ay B?

4. El arbol en la figura se roté sucesivamente 780°
alrededor de un punto y luego de otro. Después de
estas transformaciones el punto A del arbol que-
dé en el punto A’. Indicar cémo encontraria la po-
sicién del drbol después de las transformaciones.

5. El 4rbol en la figura precedente, se roté suce-
sivamente 30° alrededor de un punto en sentido
horario y luego 30° alrededor de otro punto en
sentido antihorario. Después de estas transfor-
maciones el punto A del arbol quedé en el punto
A’. Indicar cémo encontrarfa la posicién del arbol
después de las transformaciones.

6. Encontrar el centro de una rotacién de 30° que
mueva el punto A en el punto B.

7. Dados dos segmentos paralelos de igual longi-
tud, encontrar el centro de una rotacién que mue-
va el segmento AB en el segmento CD. ¢De cuan-
tos grados es la rotacién?




8. Diremos que una figura tiene centro si después
de rotarla 780° alrededor de algtin punto C se ob-
tiene la misma figura; cuando este es el caso, el
punto C se llama centro de la figura.

i) Indique cudles de las siguientes figuras
tienen centro: tridngulo, paralelogra-
mo, pentdgono, circunferencia.
¢Un cuadrilatero convexo con centro es
necesariamente un paralelogramo?
Indicar cémo inscribir un hexagono
con centro en el tridngulo dado. (Dos
vértices en cada lado)

9. El hexagono de la figura tiene los pares de lados
opuestos paralelosy de igual longitud. sTiene cen-
tro? En caso afirmativo, indicar cémo encontrarlo
y justificar.

10. Trasladar el cuadrado de modo que dos de sus
vértices caigan sobre una de las circunferencia Cy
los dos restantes sobre la otra.

11. Juana y Pedro se encuentran sobre los puntos
Py J de una habitacién, Un espejo rectangular
ocupa la zona indicada por el segmento AB:

i) Si Juana puede ver a Pedro en el espe-
jo, ¢Pedro puede ver a Juana?
ii) ¢Puede ver Juana a Pedro?

12. Usando un programa interactivo de geome-

tria, investigar la variaciéon del perimetro de un
tridngulo inscripto en un tridngulo acutdngulo
dado. Sugerencia: tenga en cuenta el principio de
la reflexidn.

13. Una figura se obtuvo de la otra mediante una
homotecia. Hallar el centro de una homotecia que
transforme una figura en la otra:




14. Construir un hexagono regular dada la diferen-
cia entre su lado y su apotema.

15. Hallar un triangulo de modo que sus media-
nas estén sobre tres rectas concurrentes dadas.
¢Es Unico?

16. En una mesa rectangular de billar de 108 cm
por 144 cm, una bola sale en una direccién para-
lela a una diagonal y se detiene si vuelve a pasar
por el mismo punto.

Decidir si la bola se detiene, y en tal caso cudnto
centimetros recorre.

17 Analogo al problema 16, pero con una mesa
con forma de tridngulo equildtero de 780cm de
lado y la bola sale en una direccién paralela a un
lado del tridngulo.

18. El punto P se encuentra sobre la mediana del
triangulo ABC que parte desde el vértice C. Esta
mediana junto con los segmentos que parten des-
de Ay B pasando por P, descomponen al tridngulo
en 6 triangulos. Mostrar que los triangulos pinta-
dos con el mismo color tienen igual 4rea.

19. Usando como lados las medianas de un trian-
gulo de drea 12 cm? se construye un tridngulo. Ha-
llar el drea de este tridngulo.

20. Un triangulo de 2cm? de 4rea, se rota 180° al-
rededor de cada uno de sus vértices para formar
un hexdgono como muestra la figura.

Hallar el 4rea de este hexdgono.

21. Dadas las tres rectas y la circunferencia de la

figura, encontrar dos tridngulos inscriptos en la
circunferencia cuyos lados sean paralelos a las
rectas.




