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Buenos Aires 30 de octubre de 2020
Estimado Alumno

Debido al Aislamiento Social Preventivo y Obligatorio dispuesto por el Poder Ejecutivo Nacional, el
Comité Olimpico de la Olimpiada Matematica Argentina ha decidido que tomara la Olimpiada de
Mayo con modalidad virtual, como se explica a continuacién.
La prueba tendra lugar el sdbado 7 noviembre de 10 a 13 horas. Consta de 5 problemas que
deberan ser resueltos en tres horas.
Hay dos niveles:
- primer nivel, para los menores de 13 aios, es decir los nacidos a partir del 12 de
enero de 2007
- segundo nivel, para los chicos entre 13 y 15 afios, es decir, los nacidos entre el 12

de enero de 2005 y el 31 de diciembre de 2006

Instrucciones para rendir la prueba

Los alumnos deberan inscribirse en el siguiente formulario, en el que obligatoriamente deberdn consignar
una direccion de Gmail, para recibir el link de la prueba y el link de Meet.

https://forms.gle/Gfdiv82Hih58PYFk7

Cierre de inscripcion: jueves 5 de noviembre a las 18 horas.

Los alumnos deberan resolver la prueba en papel con birome negra y luego escanear sus hojas generando
un unico archivo PDF, que tendran que enviar por mail a la siguiente direccion omapruebas@gmail.com
(exclusivamente para recibir pruebas, no se contestaran consultas de ningun tipo. Importante: en el
asunto del mail escribir nombre, DNI y nivel del participante (ejemplos "Juan Pérez - 45673298 — Primer
Nivel" o "Maria Pérez - 43278130 — Segundo Nivel").

Con la intencidon de aproximarnos a la modalidad de resolucién presencial, intentaremos generar un
ambiente lo mas parecido posible a lo que fueron los certamenes antes de la pandemia. Es por ello, que la
prueba estara organizada en grupos y cada grupo estara conectado a través de Meet con un coordinador
de OMA quien supervisara que el certamen se esté llevando a cabo con las caracteristicas deseadas y que
se indican mas abajo.

Para ello, estaran recibiendo veinte minutos antes de la prueba, un link de invitacion al Meet para
conectarse con cdmara activa durante las tres horas que durara el certamen.



https://forms.gle/Gfdiv82Hih58PYFk7
mailto:omapruebas@gmail.com

Escaneo de la prueba

Existen varias aplicaciones que permiten escanear y convertir a PDF usando la camara del celular, una de
ellas es CamScanner. Aqui hay un video que explica cdmo descargarla y usarla:
https://www.youtube.com/watch?v=yDDetBN9nog

Si nunca hicieron esto antes deben aprender a usarlo antes de la prueba (o sea que hagan el ensayo de
escanear al menos dos hojitas armando un PDF) y revisen que el archivo quede legible y no le falten
paginas.

El tiempo limite para el escaneo y envid de la prueba sera el sdbado 7 de noviembre a las 13:30 hs.

Normas generales

e No se puede consultar libros ni usar calculadora o computadora.
e Lainterpretacién de los enunciados estd a cargo de los alumnos participantes. No se responden
preguntas.

e Losrazonamientos y cdlculos que intervienen en la resolucion de los problemas deben consignarse
en la hoja de la prueba.

e No puede usarse ningun programa de la computadora para resolver los problemas.

e Los problemas deben ser resueltos por los alumnos participantes en forma individual. No pueden

consultar con otros alumnos ni recibir ayuda de profesores o padres (excepto en cuestiones
informaticas relacionadas con la recepcion y el envio de las pruebas).

Las pruebas son dificiles, por eso sélo invitamos a los alumnos que llegaron al certamen
nacional. Para que conozcas el grado de dificultad y te prepares para la competencia te enviamos los
enunciados de las pruebas que se tomaron en 2018 y 2019, con sus soluciones.

No olvides inscribirte antes del jueves 5 en el link _

Cordialmente.

Patricia Fauring Flora Gutierrez
Comité Olimpico Comité Olimpico


https://www.youtube.com/watch?v=yDDetBN9nog
https://forms.gle/Gfdiv82Hih58PYFk7

XXIV® OLIMPIADA de MAYO ]

Primer Nivel ‘e do!iﬂg;gq
Mayo de 2018

Duracion de la prueba: 3 horas.

Cada problema vale 10 puntos.

No puedes usar calculadora; no puedes consultar libros ni apuntes.
Justifica cada una de tus respuestas.

Al participar te comprometes a no divulgar los problemas hasta el 27 de mayo.

PROBLEMA 1

Juan hace una lista de 2018 nameros. El primero es el 1. Luego, cada nimero se obtiene de
sumarle al anterior alguno de los nimeros 1, 2, 3,4,5,6,7,8009.

Sabiendo que ninguno de los nimeros de la lista termina en 0, ¢cuél es el mayor valor que puede
tener el Gltimo namero de la lista?

PROBLEMA 2

Se efectian mil divisiones enteras: se divide 2018 entre cada uno de los nimeros enteros del 1 al
1000. Se obtienen asi mil cocientes enteros con sus respectivos restos. ¢Cuél de estos mil restos es
el mayor?

PROBLEMA 3

Sea ABCDEFGHIJ un poligono regular de 10 lados que tiene todos sus vértices en una
circunferencia de centro O y radio 5. Las diagonales AD y BE se cortan en P y las diagonales AH y
Bl se cortan en Q. Calcular la medida del segmento PQ.

PROBLEMA 4
Ana debe escribir 7 enteros positivos, no necesariamente distintos, alrededor de una circunferencia
de manera que se cumplan las siguientes condiciones:
e Lasuma de los siete nimeros es igual a 36.
e Si dos nimeros son vecinos la diferencia entre el mayor y el menor es igual a2 o0 3.
Hallar el méximo valor del mayor de los nimeros que puede escribir Ana.

PROBLEMA 5

En cada casilla de un tablero de 5 x 5 se escribe uno de los nimeros 2, 3, 4 0 5 de manera que la
suma de todos los nimeros en cada fila, en cada columna y en cada diagonal siempre sea par. ¢De
cuantas formas podemos llenar el tablero?

Aclaracion. Un tablero de 5 x 5 tiene exactamente 18 diagonales de diferentes tamafios. En
particular, las esquinas son diagonales de tamafio 1.
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Segundo Nivel MERS dofm‘y’f“

Mayo de 2018

Duracién de la prueba: 3 horas.

Cada problema vale 10 puntos.

No puedes usar calculadora; no puedes consultar libros ni apuntes.
Justifica cada una de tus respuestas.

Al participar te comprometes a no divulgar los problemas hasta el 27 de mayo.

PROBLEMA 1

Se tiene un numero entero de 4 digitos que es un cuadrado perfecto. Se construye otro niUmero
sumandole 1 al digito de las unidades, restandole 1 al digito de las decenas, sumandole 1 al digito
de las centenas y restandole 1 al digito de las unidades de mil. Si el nUmero que se obtiene es
también un cuadrado perfecto, hallar el nimero original. ¢Es Gnico?

PROBLEMA 2

En un tablero de 4x4 estan escritos los niimeros del 1 al 16, uno en cada casilla. Andrés y Pablo
eligen cuatro nimeros cada uno. Andrés elige el mayor de cada fila y Pablo, el mayor de cada
columna. Un mismo nimero puede ser elegido por ambos. Luego, se eliminan del tablero todos
los numeros elegidos. ¢ Cual es el mayor valor que puede tener la suma de los numeros que quedan
en el tablero?

PROBLEMA 3

Los 2018 residentes de un pueblo estan estrictamente divididos en dos clases: caballeros, que
siempre dicen la verdad, y mentirosos, que siempre mienten. Cierto dia todos los residentes se
acomodaron alrededor de una circunferencia y cada uno de ellos anunci6 en voz alta “Mis dos
vecinos, el de la izquierda y el de la derecha, son mentirosos”. A continuacion uno de los
residentes abandono el pueblo. Los 2017 que quedaron se acomodaron nuevamente en una
circunferencia (no necesariamente en el mismo orden que antes) y cada uno de ellos anunci6 en
voz alta “Ninguno de mis vecinos, el de la izquierda y el de la derecha, es de mi misma clase” .
Determinar, si es posible, de qué clase es el residente que abandond el pueblo, caballero o
mentiroso.

PROBLEMA 4

En un paralelogramo ABCD, sea M el punto del lado BC tal que MC =2BM y sea N el punto del
lado CD tal que NC =2DN . Si la distancia del punto B a la recta AM es 3, calcular la distancia
del punto N a la recta AM.

PROBLEMA 5

Cada punto de una circunferencia esta coloreado con uno de 10 colores. ¢Es cierto que para
cualquier coloracion hay 4 puntos del mismo color que son vértices de un cuadrilatero con dos
lados paralelos (un trapecio isésceles o un rectangulo)?
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Primer Nivel ‘e do!iﬂg;gq
Mayo de 2019

Duracion de la prueba: 3 horas.

Cada problema vale 10 puntos.

No puedes usar calculadora; no puedes consultar libros ni apuntes.
Justifica cada una de tus respuestas.

Al participar te comprometes a no divulgar los problemas hasta el 25 de mayo.

PROBLEMA 1
Hallar todos los nimeros de dos digitos ab que elevados al cuadrado dan un resultado donde los
dos Gltimos digitos son ab.

PROBLEMA 2

En un torneo de ajedrez participaron mas de cinco competidores. Cada competidor jugd
exactamente una vez contra cada uno de los otros competidores. Cinco de los competidores
perdieron cada uno exactamente dos juegos. Todos los deméas competidores ganaron, cada uno,
exactamente tres juegos. No hubo empates en el torneo. Determinar cuantos competidores hubo y
mostrar un torneo que verifique todas las condiciones.

PROBLEMA 3

Gus tiene que hacer una lista de 250 nimeros enteros positivos, no necesariamente distintos, tal
que cada numero sea igual a la cantidad de nameros de la lista que son distintos de él. Por
ejemplo, si 15 es un namero de la lista entonces la lista contiene 15 ndmeros distintos de 15.
Determinar la maxima cantidad de numeros distintos que puede contener la lista de Gus.

PROBLEMA 4

Hay que dividir un papel cuadrado en tres partes, mediante dos cortes rectos, de modo que al
ubicar estas partes de forma adecuada, sin huecos ni superposiciones, se forme un triangulo
obtusangulo. Indicar cdmo cortar el cuadrado y como armar el tridngulo con las tres partes.
Nota. Un triangulo es obtusangulo si uno de sus angulos mide mas de 90°.

PROBLEMA 5

Se tiene un tablero de tres filas y 2019 columnas. En la primera fila estan escritos los nimeros
enteros de 1 a 2019 inclusive, ordenados de menor a mayor. En la segunda fila, Ana escribe esos
mismos nameros pero ordenados a su eleccién. En cada casilla de la tercera fila se escribe la
diferencia entre los dos numeros ya escritos en su misma columna (el mayor menos el menor).
Beto tiene que pintar algunos numeros de la tercera fila de manera que la suma de los niUmeros
pintados sea igual a la suma de los numeros de esa fila que quedaron sin pintar. ;Puede Ana
completar la segunda fila de manera que Beto no logre su objetivo?
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Segundo Nivel MERe dofm‘y’f“

Mayo de 2019

Duracion de la prueba: 3 horas.

Cada problema vale 10 puntos.

No puedes usar calculadora; no puedes consultar libros ni apuntes.

Justifica cada una de tus respuestas.

Al participar te comprometes a no divulgar los problemas hasta el 25 de mayo.

PROBLEMA 1
Un entero positivo es piola si los 9 restos que se obtienen al dividirlo entre 2, 3,4,5,6,7,8,9y
10 son todos diferentes y distintos de cero. ¢ Cuéntos enteros piolas hay entre 1 y 100000?

PROBLEMA 2
Se tiene un tablero con 2020 casillas en la fila inferior y 2019 en la superior, ubicadas como se
muestra en la figura.

En la fila inferior se colocan los nimeros enteros del 1 al 2020 en algun orden. Luego en cada
casilla de la fila superior se anota la multiplicacién de los dos nimeros que tiene debajo. (Como se
pueden colocar los nimeros en la fila inferior para que la suma de los nimeros de la fila superior
sea la menor posible?

PROBLEMA 3
En los lados AB, BC y CA de un triangulo ABC se ubican los puntos P, Q y R respectivamente,

tales que BQ=2QC, CR=2RA y PRQ =90°. Demostrar que APR=RPQ .

PROBLEMA 4

Encontrar el menor nimero entero positivo N de dos o mas digitos que tiene la siguiente
propiedad: Si insertamos cualquier digito no nulo d entre cualesquiera dos digitos adyacentes de N
obtenemos un nimero que es multiplo de d.

PROBLEMA 5

Consideramos los n vértices de un poligono regular de n lados. Se tiene un conjunto de triangulos
con vértices en estos n puntos con la propiedad que para cada triangulo del conjunto, al menos uno
de sus lados no es lado de ningun otro triangulo del conjunto. ¢Cudl es la mayor cantidad de
triangulos que puede tener el conjunto?



Soluciones Olimpiada de Mayo. 2018
Primer Nivel
Problema 1
Solucion.Llamamos movida a la operacion de sumar un digito al altimo numero de la lista.
Debemos aplicarle a 1 una sucesion de 2017 movidas. Sea N un nimero natural que no termina en
0. Observamos que al sumar 9 al nimeroN su ultimo digito disminuye en 1. Sigue que no
podemos aplicar 9 veces la movida de sumar 9 comenzando con N (o en otro caso una de las
movidas nos lleva a 0 como ultimo digito). Entonces si se aplican 9 movidas consecutivas a N, al
menos una de ellas debe sumar un nimero menor que 9, lo que significa que el incremento debido
a esas 9 movidas es a lo sumo 8-9+8=_80. Consideramos las 2016 = 224-9 movidas luego de la
primera. Se pueden dividir en 224 grupos, que son cada uno de 9 movidas consecutivas, entonces
el incremento total que producen es menor o igual que 224-80=17920 . La primera movida
transforma al nimero inicial 1 en a lo sumo 9 (sumando 8) pues si sumaramos 9 obtendriamos 10,
lo que esté prohibido. Luego el resultado al cabo de 2017 movidas es a lo sumo 17929.
Reciprocamente, se puede obtener 17929 con 2017 movidas. La construccion esta sugerida por el
razonamiento anterior. La primera movida es 8, que coloca a 9 como ultimo digito. Las siguientes
8 movidas son 9, hasta que el ultimo digito sea 1, seguido de una movida 8 que, de nuevo, coloca
el ultimo digito en 9. Las 9 movidas descriptas dan un incremento de 80, de modo que el nimero
resultante es 9+80. Aplicamos la misma tira de 9 movidas consecutivas 9,9,9,9,9,9,9,9, 8
otras 223 veces. Todas las movidas son legitimas y el resultado final es 9+224-80=17929.

Problema 2

Solucion. Si se divide 2018 entre 673 se obtiene como resto 672 (2018 =673-2+672).
Afirmamos que 672 es el mayor de los restos. En efecto, si se divide 2018 entre un entero d con
1<d <672 entonces el resto serd a lo sumo d —1<671. Y si se divide 2018 entre un entero d con

674 <d <1000 entonces el cociente ser 2 (pues 2 < 2018 < 2018

——<3) yelresto sera
1000 674
2018—-2d <2018-2-674=670<672).

Problema 3
Solucién.Sabemos que los angulos interiores del decAgono miden 144° y los angulos centrales
36°, luego AOB =36°. El tridngulo AOB es isdsceles de
base AB. Sus angulos iguales miden

0AB =oBA:@:720.

Los trapecios ABCD, BCDE, I1JAB, HIJA son congruentes
pues todos se forman con tres lados consecutivos del
decagono y una diagonal que los abarca. Calculemos los

angulos de estos trapecios. Como ABC = BCD =144°

tenemos BAD =CDA= w =36°. Es claro que

lo mismo ocurre en los otros tres trapecios, tienen dos
angulos de 36° y dos angulos de 144°.

En el triangulo ABP, BAP =36° y
ABP =144° —36° =108°, luego
BPA=180° —36° —108° =36°. Entonces el triangulo ABP es isosceles con BP = AB. Del mismo

modo se prueba gue el triangulo QAB es isdsceles.
Ahora, el cuadrilatero PBAQ es un trapecio isésceles, de modo que AB || PQ.

En el triangulo BQP, BQP = AQP — AQB = M—%" =36°,QBP =108° -36° =72° y

BPQ =180° —36° —72° =72°. Luego este triangulo es isosceles de base BP, asi que tiene sus



angulos y su base iguales a los del triangulo AOB. Entonces BQP es congruente a AOB y
PQ=A0=5.

Problema 4

Solucidn. EI maximo es 9. Denotamos a los nimeros ¢, b, a, M, x, y, z recorridos en el sentido de
las agujas del reloj, con M el mayor de los siete. En busca de una contradiccion, supongamos que
M >10. Como la diferencia entre nimeros adyacentes es 2 0 3 tenemos a>7,b>4,c>1y por

ende a+b+c>7+4+1=12. Luego x+y+z<36—M —12<14. Por simetria también valen las
desigualdades x+y+z>12 y a+b+c<14.

Si a>8 entonces b>5,c>2y a+b+c>14. Luego a<7yM >10 implica a=7. De modo
analogo x =7 vy las desigualdades de arriba nos dan 5<b+c<7,5<y+z<7.

Consideramos 5<b+c<7. Tenemos que b<7,c<7, luegopb=a—-3=4 0 b=a-2=5.Si

b=4 entonces 1<c<3. Como by c difieren en 2 0 3 sigue quec e {1,2}. Y si b=5 entonces
cel{l 2} (de hecho ¢ =2 es la Gnica opcion). En los dos casos posibles hemos obtenido ¢ {1, 2} :

Un argumento simétrico basado en 5<y+z <7 conduce a z  {1,2} . Sin embargo entonces los

numeros adyacentes c y z difieren en 0 0 1, lo que es imposible. Un ejemplo con M =9
1,4,7,9,7,5,3.

Problema 5

Solucién.Primero vamos a considerar la paridad de los numeros que iran en las 25 casillas, para
esto, colocamos en cada casilla del tablero un 0 o un 1, donde el 0 indicaré que en esa casilla hay
un namero par y el 1 indicard que en esa casilla hay un nimero impar. Ahora, vamos a determinar
el nimero de formas de colocar un 0 0 un 1 en cada casilla de tal manera que la suma de todos los
numeros en cada fila, en cada columna y en cada una de las diagonales de cualquier tamafio
siempre sea par. Es claro que en las cuatro esquinas debe ir un 0, pues segun el problema, la suma
de todos los niumeros en cada diagonal de cualquier tamafio es par, y las esquinas son diagonales
de tamafio 1. Notemos que si colocamos nimeros cualesquiera (0 0 1) en las casillas x, y, z, w de
la Figura 1, el resto del tablero se puede llenar de manera tnica (ver Figura 2), donde las
operaciones estan definidas en médulo 2.

0 r |24yl ¥ 0
0 yilo r (ytwlz+wlez+z| Y
£r
=% w+ziy+z| 0 |[zr+w|ly+z
P 0 w |rt+z|ztylytw| z
Figura 1
0 w |z+w| 2 0

Figura 2
Ademas, para cualesquierax, y, z, w la distribucion de niameros de la figura 2 cumple las
condiciones del problema.
Como hay 2* = 16 ternas (X, Y, z, w) concluimos que el tablero de 5 x 5 se puede llenar de 16
formas con ceros y unos. Ahora, para llenar las casillas con los nimeros 2, 3, 4, 5 cumpliendo lo
pedido haremos lo siguiente: en cada casilla que tiene escrito un 0, borramos el 0 y escribimos 2 0
4;y en cada casilla que tiene escrito un 1, borramos el 1 y escribimos 3 0 5. En sintesis, cada una
de las 25 casilla se puede llenar de dos formas. Por lo tanto, el tablero de 5 x 5 se puede llenar con
los ntimeros 2, 3, 4, 5 de 16 x 225 = 2*° formas.



Segundo Nivel
Problema 1
Solucion. Sean m? y n? los dos nimeros, entonces
m? —n’ = (a10® +b10* +c10+d) — ((a—1)10° + (b +1)10* + (c — D10+ (d +1)) =
=10°-10° +10—-1=909=3?-101.
Luego m*—n?=(m-n)(m+n)=3°-101.

Hay 3 casos
m-n=1 | m-n=3 | m-n=9
{m+n:909 ’ {m+n:303 ’ {m+n:101
pero en los dos primeros m? y n? tienen mas de 4 digitos (en el primero, m =455 y en el segundo,
m=153). En el tercer caso tenemos que
2m=110 = m=55yn=46.
Asi m*=3025 y n*=2116.
Son los Unicos que satisfacen las condiciones.

Problema 2

Solucién.Sean a>b>c>d los cuatro mayores nimeros elegidos. Claramente a = 16. Ademas, existe una fila
o columna que contiene al 15 y no contiene al 16, entonces b = 15.

Hay a lo mas 4 nimeros que cumplen lo siguiente: La fila que lo contiene tiene un elemento del
conjunto {15, 16} y la columna que lo contiene también.

16| X
> |15

Luego, c es el mayor de los al menos 12 nimeros restantes, entonces ¢ > 12.
Hay a lo mas 9 nimeros que cumplen lo siguiente: La fila que lo contiene tiene un elemento del
conjunto {c, 15, 16} y la columna que lo contiene también.

'..-"‘l:’{
=T I Y

16

1!
x

Luego, d es el mayor de los al menos 7 nimeros restantes, entonces d > 7.
Sabemos que al menos cuatro nimeros van a ser eliminados, entonces la suma de los nimeros
borrados es al menosa+b +c+d>16 + 15+ 12 + 7 =50, por lo cual, la suma de los nimeros

. 16-17 . _
restantes es a lo méas —50=86. Un ejemplo con 86 es el siguiente:
1613 8 | 1 | |13|8]1
14{15| 9 | 2 14 9|2
10/11{12 3 10(11| |3
45|67 1156

Por lo tanto, el mayor valor es 86.

Problema 3

Solucién. Notemos que cada caballero ha hecho las dos veces la misma afirmacion: Mis dos
vecinos son mentirosos, y estas afirmaciones son verdaderas. Luego los caballeros estan aislados
en ambos arreglos circulares y no hay dos caballeros adyacentes. En otras palabras, los arreglos



consisten de caballeros aislados, separados por bloques de mentirosos consecutivos (la cantidad de
bloques es igual a la cantidad de caballeros).

En el primer arreglo cada mentiroso afirmo Mis dos vecinos son mentirosos, y esto es falso.
Entonces cada mentiroso tiene al menos un vecino caballero. Se sigue que todo bloque de
mentirosos consecutivos tiene longitud a lo sumo 2. Sea k el nimero de caballeros entre los 2018
residentes. Tomando en cuenta los k caballeros y los k grupos de a lo sumo 2 mentirosos

obtenemos 2018 <k +2k =3k . Luego k > 20318 .

En el segundo arreglo cada mentiroso afirmo Ninguno de mis vecinos, el de la izquierda y el de la
derecha, es de mi misma clase y esto es falso. De modo que cada mentiroso tiene por o menos un
vecino mentiroso. lo que implica que todo bloque de mentirosos consecutivos tiene longitud
mayor o igual que 2. Sea ¢ el numero de caballeros en el arreglo de 2017 residentes; es claro que
=k o £=k -1 segln el residente que abandond el pueblo sea un mentiroso o un caballero.
Tomando en cuenta los ¢ caballeros y los ¢ bloques de longitud mayor o igual que 2 obtenemos

2017 > (+2¢=3¢(. De modo que ¢ < 20317 :

2017 2018

En sintesis, /< < <k de modo que ¢<Kk. Por lo tanto, £ =k —1 lo que significa que el

residente que se fue es un caballero.

Problema 4

Solucion. Sean E, F, G y H puntos en la recta AM tales que DE, BF, CGYyNH
son perpendiculares a la recta AM. Los triangulos rectangulos BFM y DEA Q3¢
tienen los mismos angulos, pues sus lados son respectivamente paralelos. Por H

lo tanto, son semejantes, y como % =3, larazén de semejanzaes 3. De esto E ©

deducimos que DE = 3BF =09.

Analogamente los triangulos CGM y BFM son semejantes de razén 2. Por lo tanto,

CG = 2BF =6.

Sea P el punto medio de NC y Q el pie de la perpendicular a AM trazada por P. Esto se puede ver

en la figura
Sea HN = x la distancia requerida. Notamos que PQ es base media del trapecio GCNH, luego
X+6
X+6 . . PQ+9 2 +9
PQ == ademas, HN es base media del trapecio PQED, luego HN = x = T,

de donde x = 8, que es la distancia que nos piden.

Problema 5

Solucion. Tales 4 puntos existen para cualquier coloracion de la circunferencia con 10 colores. Es
suficiente demostrar que hay 4 puntos distintos A, B, C, D del mismo color tales que AB=CD;
entonces AC||BD o AD||BC.

Sea P un poligono regular de 2n+1 lados inscripto en la circunferencia donde n se especificara

mas tarde. Al menos %(Zn +1) vertices de P son del mismo color. Consideramos k z%(Zn +1)

de tales vértices y las > k(k —1) distancias entre ellos. LIamamos a estas distancias admisibles y

notamos que ellas toman a lo sumo n valores diferentes pues nuestros puntos son vértices de P.

Luego alguna distancia admisible ocurre por lo menos

l-lk(k—l) zi- 2n+1 2n-9 _ (2n+1)(2n-9)

n 2 2n 10 10 200n

(2n+1)(2n-9)
200n

veces. Se puede elegir n suficientemente

grande de modo que > 3 (basta tomar n>155). Esto asegura al menos 4



segmentos con extremos del mismo color y longitudes iguales. Observemos que cada vértice de P
puede ser extremo comun de a lo sumo dos de tales segmentos iguales. Se sigue que entre los ya

mencionados 4 segmentos hay dos que no tienen ningin extremo comun, lo que completa el
argumento.



Primer Nivel
Problema 1
Solucidén. Acotamos los valores posibles del ultimo digito de los nUmeros cuyos cuadrados tienen
igual cifra de las unidades que el nimero. La lista es:
0,1,5,6,
pero el nimero no puede terminar en 0, porque en ese caso el cuadrado termina en 00 y 00 no es
un nmero de dos cifras.
Analizamos qué pasa si el nimero de dos digitos es de la forma a1, a=0:
(10a+1)?>=100a%+20a+ 1.
Vemos que no hay valores de a que cumplan:

(@1)’ = a1
Efectivamente, (10a+1)° =100a+2al0+1 que tiene la cifra de las decenas igual a la de 2a y por
lo tanto, distinta de a.
Para la forma a5:
(10 a + 5)> =100 a2 + 100 a + 25.
Como 100 a? + 100 a es mdltiplo de 100, la Gnica posibilidad es a=2.
Tenemos entonces un namero gque cumple las condiciones del problema: 25.
Para la forma a6, haremos los calculos:
(10a+6)* =100a° +12a10 + 36
que termina en a6 solo si 2a+3 terminaen a, o seasi 2a+3=10+a, 0 sea, a=7. Obtenemos
asi la segunda solucién:
76.
Hay dos nimeros que cumplen la condicion del problema: 25 y 76

Problema 2
Solucioén. Sea n el nimero de competidores. Cada uno de los 5 competidores mencionados jugd
n—1 juegos. Como perdi6 2, cada uno gané n—1-2=n-3 juegos.
Cada uno de los otros n—5 competidores también jugé n—1 juegos, ganando 3 y perdiendo
n—1-3=n-4 juegos cada uno.
Asi, en total el nimero de juegos perdidos es 5-2+(n—5)(n—4) y el de juegos ganados es
(n—5)3+5(n-3).
Como el nimero de ganados es igual al nimero de perdidos se tiene
5-2+(n-5)(n-4)=3(n-5)+5(n-3),

n°-17n+60=0,

(n-5)(n-12) =0,

n=5o0n=12.

Como el torneo contiene mas de 5 jugadores, debe ser n=12.
Si n=12 hay torneos que cumplen lo pedido, por ejemplo:
Sean a,,...,a; los jugadores con dos partidos perdidos y b,,...,b, los que tienen tres partidos

ganados. Consideramos los subindices de a, en médulo 5y los de b. en modulo 7. Cada a; le
gandaa,ya,,h yperdiocona,ya_,.Cadab legandab b ,,b, ,yperdiécon
b_.b_,.b_;. Ademas, cada a le gané a cada b; .

Problema 3
Solucidn. La respuesta es 21. Dividimos la lista en grupos de nimeros iguales. Entonces el
namero de grupos es igual a la cantidad N de nameros distintos que contiene la lista. Sea un grupo

G que consiste de todas las x, copias de un numero dado a. Por hipotesis a es igual al tamafio
total de todos los grupos distintos de G, que es 250 —x, . En particular a = bimplica x, # X, .
Entonces los N grupos tienen distinto tamafo y su tamafio total es a lo sumo 1+2+...+ N . Sigue



que N <21 pues 1+2+...+22=253>250. Un ejemplo para N =21: Paracada k =1,2,...,20

tomamos k copias de 250—k , en total 210 nameros, y 40 copias de 210. Esta coleccion de 250
numeros satisface las hipotesis.

Problema 4
Solucién. Supongamos sin pérdida de generalidad que ABCD es un cuadrado de lado 2. Sea M el
punto medio de BC, trazamos los segmentos BD y DM para obtener

asi las tres partes. En la prolongacion de CB ubicamos un punto R tal A D
que RB=BM=MC=1 (B esta entre R y C). En la prolongacion de DB

ubicamos un punto T tal que DB=BT. Notamos que los tridngulos RBA

y MCD son congruentes, entonces BRA=CMD . Por otro lado, los R

triangulos RBT y MBD son congruentes, entonces BRT = BMD. B M ¢

Sumando las dos ultimas igualdades obtenemos

BRA+BRT =CMD+BMD =180°, entonces A, Ry T son colineales.
Notamos que con las tres partes en que se dividié el cuadrado se puede
formar el tridangulo obtusangulo ADT.

Problema 5
Solucion. La respuesta es no. Vamos a demostrar que para toda permutacion a,,a,,...,a, de 1, 2,

.., N los valores absolutos |a, —1].|a, —2|....,|a, —n| se pueden dividir en dos grupos con sumas

iguales. Notemos que (&, —1)+(a, —2)+...+(a,—n)=0 pues a,a,,...,a, s una permutacion de
1,2, .., n. Cadasumando a,—k esigual a |a, —k| 0 —|a, —k|, segln sea a, >k o a, <k . Luego
la igualdad anterior se puede escribir como Z:=18k |a, —k|=0, donde &, =1 0 &, =-1. Pasamos

los sumandos ¢, |a, —k| con &, =—1 al miembro de la derecha. Esto nos da la divisién que

deseabamos.
Cabe destacar que se pueden ignorar los sumandos con |ak - k| igual a cero, porgue estos pueden

agregarse a cualquier grupo una vez hecha la separacion que se explico.

Todo esto nos indica una manera de pintar: Beto marca las columnas en las que los nimeros de la
primera fila que son mas grandes que los de la segunda fila y pinta los nimeros en la tercera fila
de las columnas marcadas.

Segundo Nivel

Problema 1

Solucién. Supongamos que n es piola. Como n dividido entre 2 puede dejar solo restos 00 1, y el
enunciado establece que no puede dejar resto 0, debe dejar resto 1. Ahora n entre 3 no puede dejar
resto 0 ni 1, luego la Gnica posibilidad que le queda es dejar resto 2. Continuando del mismo modo
resulta que n entre k deja resto k —1 para k =2,...,10. Entonces n+1 es multiplo de 2,...,10, y por

lo tanto es multiplo del minimo comin maltiplo de esos ndmeros que es 2°-3%-5.7 =2520. Es
decir que los nimeros piolas son los de la forma 2520t —1 para t entero positivo. La condicion

1<2520t —1<100000 equivalea 1<t < 122281 0 1<t <39, es decir que hay 39 enteros piolas
entre 1 y 100000.
Problema 2

Solucién. Veamos cémo se deben ordenar los nimeros para minimizar la suma. En primer lugar,
el 2020 debe estar en un extremo, pues si no es asi vamos a tener



—————— X 2020 —-—————- y

Si en la fila de abajo damos vuelta todos los nimeros del intervalo marcado con una llave, es decir
cambiamos 2020 a b ...c d y por ydc... ba 2020, en lafila de arriba tenemos los mismos
productos en otro orden, excepto 2020-x que se cambid por x-y. Como y < 2020, tenemos un
namero menor. En una configuracion en la que la suma es minima, 2020 debe estar en un borde.
Con un razonamiento analogo vemos que si 2020 esta en un borde, 2019 debe estar en el otro
borde.

Ahora hacemos la siguiente observacion. Dados cuatro nimeros positivos distintos, si los
separamos en dos parejas y calculamos la suma de sus productos, el menor resultado se obtiene
cuando en una de las parejas esta el nimero més grande con el mas chico. Es decir, dados
O<a<b<c<d,tenemos ad +bc<ab+cd y ad +bc <ac+bd . Esto es cierto porque

ad +bc <ab+cd esequivalentea (c—a)(d—-b)>0y ad +bc<ac+hd es equivalente a
(b—a)(d-c)>0.

Con esta observacion en mente vemos que 1 debe estar al lado de 2020. Supongamos que no,
entonces

019 | | ------ x |1 | | ----= y | 2020

Si damos vuelta el intervalo marcado, la suma de los productos pierde x-1 e y-2020, y gana X-y
y 1.2020. Como 1< X,y < 2020, tenemos que x-y+1-2020 < x-1+y-2020, por lo que 1 debe

estar al lado de 2020. De igual manera, 2 debe estar al lado de 2019, pues si damos vuelta el
intervalo la suma disminuye ya que tenemos X-y+2-2019<2019-y+x-2 pues 2< X,y <2019.

2019| y | | TTT77 2 O 1 | 2020

Repitiendo este razonamiento obtenemos que los nimeros deben estar ubicados de la siguiente
manera

2019 2 2017 4 ... 1013 1010 1011 1012 1009 1014 ... 3 2018 1 2020.

Si al comenzar resulta que 2020 esté en la otra punta obtenemos el orden inverso. Estas son las
Unicas dos posibilidades que realizan el minimo.

Problema 3
Solucién. Sea M el punto medio de RC entonces
AR =RM =MC con locual AM =2MC y MQ|| AB. Sea N el

punto medio de PQ, entonces RN es la base media del trapecio
APQM. En el triangulo rectangulo PRQ, N es el punto medio de

la hipotenusa PQ, entonces NPR=NRP ycomo AP||RN,
obtenemos que APR=NRP, entonces APR=NPR =RPQ.




Problema 4

Solucion. Sea aa,...a, un numero que cumple las condiciones del enunciado. Al insertar el digito
2 entre los dos ultimos digitos, obtenemos que a, es multiplo de 2. Analogamente, al insertar el
digito 5, obtenemos que a, es multiplo de 5. Por lo tanto, a, =0.

Sea i cualquier indice entre 2 y k —1, inclusive, entonces los nimeros a,...7a,...a, Y &...,7...3,
son ambos multiplos de 7. Al restar obtenemos que 7 —a, es multiplo de 7, con lo cual concluimos
que a es 00 7. Sabemos ahora que cualquier digito a partir del segundo es 0 0 7, luego, si

insertamos un digito 7 entre los primeros dos digitos, el resultado debe ser multiplo de 7, por lo
tanto, el primer digito es 7. Es decir, a, =7.

Insertando el digito 8 entre los dltimos dos digitos obtenemos que a, ,80 es maltiplo de 8 y como
a,, es007,esclaro que la Unica posibilidad es a, ; =0. EI namero 700 no cumple la condicion
del problema, entonces si a,_, =7 deberia haber al menos un digito antes y si insertamos el digito

8 antes del 7 obtenemos un multiplo de 8 que termina en 700, lo cual es una contradiccion. Por lo
tanto, a, , =0.

Tenemos que el nimero es de la forma 7...000 donde cada uno de los otros digitos es 0 0 7. Si
insertamos un digito 9 después del primer digito 7, concluimos que la cantidad total de 7 es
multiplo de 9y, en consecuencia, la cantidad de digitos 7 es al menos 9. De esta forma el nimero
que buscamos es como minimo 777777777000 y no es dificil comprobar que ese nimero cumple
la condicion del enunciado (por ejemplo, si insertamos un digito 6 en cualquier posicion,
obtenemos un nimero que termina en 0 y que tiene suma de digitos 69, es por eso que obtenemos
un maltiplo de 6). Por lo tanto, ese nimero es el minimo.

Problema 5
n-1 - -
Solucioén. La respuesta es [ 5 sz

hacemos la lista de sus 3k lados. Cada triangulo tiene un lado que es exclusivamente suyo, de
modo que la lista contiene I >k que aparecen exactamente una vez. También hay a lo sumo

. Tomamaos un conjunto de k de estos triangulos y

n . . n .
(2]4 segmentos distintos que aparecen mas de una vez (pues (2} es la cantidad total de

segmentos que unen dos de los n puntos). Observamos gque cada uno de estos segmentos no Unicos
aparece a lo sumo n—2 veces, pues es lado de a lo sumo n—2 tridngulos. Todo lo anterior

implica que 3k <l+(n— 2)((2)— I) . Reescribimos esta desigualdad como

n
3k+(n-=-3)I <(n- 2)(2] = % n(n—-1)(n—2) . Usamos ahora que | >k para obtener

nk s%n(n—l)(n—Z). Luego k g%(n—l)(n—Z) :(nz—lj.

: , . n
Damos a continuacion un ejemplo para k :( 5 j Tomamos uno de los n puntos, A, y

: . - n-1 »
consideramos todos los triangulos con un vértice en A. Hay ( 5 ] de estos triangulos, pues el

lado opuesto a A puede elegirse de ( 5 J maneras. Ademas este lado solo le corresponde a uno

de los tridngulos. Asi, este conjunto tiene la propiedad buscada.
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