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Buenos Aires, abril de 2023

Por tu actuacion en la Olimpiada del ano pasado, te invitamos a participar en la 29° Olimpiada de Mayo que se realiza, como
todos los afios, en 16 paises de América, en Espana y en Portugal.
Esta competencia es para jovenes menores de 15 afios y se toma en dos niveles: primer nivel, para
los menores de 13 afios, segundo nivel, para los chicos entre 13 y 15 afios.
Las pruebas son dificiles, por eso sélo invitamos a los alumnos que llegaron al certamen nacional.
Para que conozcas el grado de dificultad y te prepares para la competencia te enviamos los enunciados de las pruebas que
se tomaron en 2018, 2019, 2020 y 2021 con sus soluciones.
Este afio la prueba sera el sabado 13 de mayo a las 10 horas (duracion 3 horas, no puedes usar

calculadora ni consultar libros ni apuntes).

La prueba se toma en varios lugares del pais, deberas inscribirte en el siguiente link seleccionando la
sede donde concurriras, en la localidad mas cercana a tu casa.

https://forms.gle/wXWbnp7kqBECSdqYA (cierre de inscripcion 5 de mayo)

La participacion no tiene costo. No te olvides de llevar la autorizacion firmada por tus padres y

sellada por tu escuela.

Te esperamos:

Buenos Aires - Tandil
Mauro Nalale
omatandil@gmail.com

Corrientes

Colegio San José

25 de mayo 1034

Maria Piasentini
mariapiasentini@gmail.com

Gran Buenos Aires
Colegio Los Molinos
Int. Avalos 2751.
Munro - Buenos Aires
Te: 011 4826 6900
veronica@oma.org.ar

Patricia y Flora

Cérdoba - Capital

Colegio Nacional de Monserrat
Obispo Trejo 294

Maria Noel Gigena Basualdo
marianoelgigena@hotmail.com

Mendoza
Alejandra Licciardo
alejandralicciardo@gmail.com

Misiones - Posadas
Carmen Rios Carmen Rios
carmenrios _misiones@hotmail.com

Rio Negro - San Carlos de Bariloche
Flavia Santamaria
olimpiadamatematicabariloche@gmail.com

Salta - Capital

Verdénica FLORES ROCHA

Colegio Italo Argentino Dante Alighieri
General Glemes 1545
secretariaregionalomasalta@gmail.com

Santa Cruz — Rio Gallegos
Moénica Paulette
monicapaulette2011@gmail.com

Santa Fe - Rosario

Colegio Superior de Comercio
Balcarce 1240

Luciano Abba
olimpiadarosario@gmail.com

Santa Fe - Capital

Escuela Mariano Moreno
ltuzaingd 1814

celular 0342-5304445
Cristina Paez
olimpaez@hotmail.com

Tucuman - S. M. de Tucuman
Claudia Moreno
claumore919@gmail.com

Lugar a confirmar: Se pondra la informacion en nuestra pagina web: http://www.oma.org.ar/internacional/may.htm
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XXV? OLIMPIADA de MAYO I

Primer Nivel —
Olimpiada
Mayo de 2019 * = | de Mayo
Duracién de la prueba: 3 horas.
Cada problema vale 10 puntos.
No puedes usar calculadora; no puedes consultar libros ni apuntes.
Justifica cada una de tus respuestas.

Al participar te comprometes a no divulgar los problemas hasta el 25 de mayo.

PROBLEMA 1
Hallar todos los nimeros de dos digitos ab que elevados al cuadrado dan un resultado donde los
dos ltimos digitos son ab .

PROBLEMA 2

En un torneo de ajedrez participaron mas de cinco competidores. Cada competidor jugd
exactamente una vez contra cada uno de los otros competidores. Cinco de los competidores
perdieron cada uno exactamente dos juegos. Todos los deméas competidores ganaron, cada uno,
exactamente tres juegos. No hubo empates en el torneo. Determinar cuantos competidores hubo y
mostrar un torneo que verifique todas las condiciones.

PROBLEMA 3

Gus tiene que hacer una lista de 250 nimeros enteros positivos, no necesariamente distintos, tal
que cada numero sea igual a la cantidad de nameros de la lista que son distintos de él. Por
ejemplo, si 15 es un namero de la lista entonces la lista contiene 15 numeros distintos de 15.
Determinar la maxima cantidad de nimeros distintos que puede contener la lista de Gus.

PROBLEMA 4

Hay que dividir un papel cuadrado en tres partes, mediante dos cortes rectos, de modo que al
ubicar estas partes de forma adecuada, sin huecos ni superposiciones, se forme un triangulo
obtusangulo. Indicar cdmo cortar el cuadrado y como armar el tridngulo con las tres partes.
Nota. Un tridngulo es obtusangulo si uno de sus angulos mide mas de 90°.

PROBLEMA 5

Se tiene un tablero de tres filas y 2019 columnas. En la primera fila estan escritos los nimeros
enteros de 1 a 2019 inclusive, ordenados de menor a mayor. En la segunda fila, Ana escribe esos
mismos nameros pero ordenados a su eleccién. En cada casilla de la tercera fila se escribe la
diferencia entre los dos nimeros ya escritos en su misma columna (el mayor menos el menor).
Beto tiene que pintar algunos numeros de la tercera fila de manera que la suma de los niUmeros
pintados sea igual a la suma de los numeros de esa fila que quedaron sin pintar. ¢ Puede Ana
completar la segunda fila de manera que Beto no logre su objetivo?



XXV? OLIMPIADA de MAYO I

Segundo Nivel ... dOelimi;ga

Mayo de 2019

Duracién de la prueba: 3 horas.

Cada problema vale 10 puntos.

No puedes usar calculadora; no puedes consultar libros ni apuntes.

Justifica cada una de tus respuestas.

Al participar te comprometes a no divulgar los problemas hasta el 25 de mayo.

PROBLEMA 1
Un entero positivo es piola si los 9 restos que se obtienen al dividirlo entre 2, 3,4,5,6,7,8,9y
10 son todos diferentes y distintos de cero. ¢ Cuantos enteros piolas hay entre 1 y 1000007

PROBLEMA 2
Se tiene un tablero con 2020 casillas en la fila inferior y 2019 en la superior, ubicadas como se
muestra en la figura.

En la fila inferior se colocan los nimeros enteros del 1 al 2020 en algun orden. Luego en cada
casilla de la fila superior se anota la multiplicacién de los dos nimeros que tiene debajo. (Como se
pueden colocar los nimeros en la fila inferior para que la suma de los niumeros de la fila superior
sea la menor posible?

PROBLEMA 3
En los lados AB, BC y CA de un triangulo ABC se ubican los puntos P, Q y R respectivamente,

tales que BQ =2QC, CR=2RA y PRQ =90°. Demostrar que APR =RPQ.

PROBLEMA 4

Encontrar el menor nimero entero positivo N de dos o mas digitos que tiene la siguiente
propiedad: Si insertamos cualquier digito no nulo d entre cualesquiera dos digitos adyacentes de N
obtenemos un namero que es multiplo de d.

PROBLEMA 5

Consideramos los n vértices de un poligono regular de n lados. Se tiene un conjunto de triangulos
con vértices en estos n puntos con la propiedad que para cada triangulo del conjunto, al menos uno
de sus lados no es lado de ningun otro triangulo del conjunto. ;Cuél es la mayor cantidad de
triangulos que puede tener el conjunto?



XXVI® OLIMPIADA de MAYO I
Primer Nivel

Octubre de 2020 .. ,1 dogimi;ga

Duracién de la prueba: 3 horas.
Cada problema vale 10 puntos.

No puedes usar calculadora; no puedes consultar libros ni apuntes.

Justifica cada una de tus respuestas.

Al participar te comprometes a no divulgar los problemas hasta el 7 de noviembre.

PROBLEMA 1

Sofia ubica los dados sobre una mesa como se muestra en la
figura, juntando caras que tienen el mismo nimero en cada dado.
Ella da vueltas alrededor de la mesa sin tocar los dados. ;Cual es
la suma de los numeros de todas las caras que no puede ver?
Nota. En todo dado los nimeros de las caras opuestas suman 7.

PROBLEMA 2

Pablo escribio la lista de todos los nimeros de cuatro cifras tales que el digito de las centenas es 5
y el digito de las decenas es 7. Por ejemplo, 1573 y 7570 estan en la lista de Pablo, pero 2754 y
571 no. Calcular la suma de todos los nimeros de la lista de Pablo.

Nota. Los nimeros de la lista de Pablo no pueden empezar con cero.

PROBLEMA 3

Una hormiga despistada hace el siguiente recorrido: comenzando en el punto A va 1 cm al norte,
después 2 cm al este, a continuacién 3 cm al sur, luego 4 cm al oeste, de inmediato 5 cm al norte,
contintia 6 cm al este, y asi sucesivamente, finalmente 41 cm al norte y termina en el punto B.
Calcular la distancia entre Ay B (en linea recta).

PROBLEMA 4

Maria tiene un tablero de 6x5 con algunas casillas sombreadas, como en la figura. Ella
escribe, en algin orden, los digitos 1, 2, 3, 4 y 5 en la primera fila y luego completa el
tablero de la siguiente manera: mira el numero escrito en la casilla sombreada y
escribe el nimero que ocupa la posicion indicada por la casilla sombreada como
altimo numero de la fila siguiente, y repite los demas nimeros en las primeras cuatro
casillas, siguiendo el mismo orden que tenian en la fila anterior.

Por ejemplo, si escribié 2 34 1 5 en la primera fila, entonces como en la casilla

sombreada estéa el 4, el nimero que ocupa el cuarto lugar (el 1) lo escribe en la Gltima il I S I
casilla de la segunda fila y la completa con los restantes nimeros en el orden en que il e
estaban. Queda: 2345 1. il I T I I
Luego, para completar la tercera fila, como en la casilla sombreada esta el 3, el nimero o s T
ubicado en el tercer lugar (el 4) lo escribe en la Gltima casilla y obtiene 2 35 1 4. Z - i z

Siguiendo de la misma manera obtiene el tablero de la figura.
Mostrar una manera de ubicar los nimeros en la primera fila para obtener en la dltima fila
los nimeros 2451 3.

PROBLEMA 5
Sobre una mesa hay varias cartas, algunas boca arriba y otras boca abajo. La operacion permitida
es elegir 4 cartas y darlas vuelta. El objetivo es obtener todas las cartas en el mismo estado (todas
boca arriba o todas boca abajo). Determinar si es posible lograr el objetivo mediante una secuencia
de operaciones permitidas si inicialmente hay:

a) 101 cartas boca arriba y 102 boca abajo;

b) 101 cartas boca arriba y 101 boca abajo.



XXVI°OLIMPIADA de MAYO I

Segundo Nivel ... dOelimi;ga

Octubre de 2020

Duracién de la prueba: 3 horas.

Cada problema vale 10 puntos.

No puedes usar calculadora; no puedes consultar libros ni apuntes.

Justifica cada una de tus respuestas.

Al participar te comprometes a no divulgar los problemas hasta el 7 de noviembre.

PROBLEMA 1

Decimos que un nimero entero positivo es super-impar si todos sus digitos son impares. Por
ejemplo, 1737 es stper-impar y 3051 no lo es. Hallar un entero positivo par que no se pueda
expresar como suma de dos nimeros super-impares y explicar por qué no es posible expresarlo de
esa manera.

PROBLEMA 2
a) Determinar si existen enteros positivos a, b y ¢, no necesariamente distintos, tales que
a+b+c=2020y 2%+ 2% 4+ 2° es un cuadrado perfecto.
b) Determinar si existen enteros positivos a, b y ¢, no necesariamente distintos, tales que
a+b+c=2020 y 3%+ 3% + 3° es un cuadrado perfecto.

PROBLEMA 3

Se tiene una caja con 2020 piedras. Ana y Beto juegan a retirar piedras de la caja, alternadamente
y comenzando por Ana. Cada jugador en su turno debe retirar un nimero positivo de piedras que
sea capicla. El que logre dejar la caja vacia gana. Determinar cuél de los dos tiene una estrategia
ganadora, y explicar cual es esa estrategia.

Nota. Un entero positivo es capicua si se lee igual de derecha a izquierda que de izquierda a
derecha. Por ejemplo 3, 22, 484 y 2002 son capicuas.

PROBLEMA 4
Sean ABC un triangulo rectangulo, recto en B, y M el punto medio del lado BC. Sea P el punto en

la bisectriz del angulo BAC tal que PM es perpendicular a BC (P esta fuera del triangulo ABC).
Determinar el area del tridngulo ABC si PM =1y MC =5.

PROBLEMA 5
Decimos que un entero positivo n es circular si es posible colocar los nameros 1, 2, ..., n
alrededor de una circunferencia de tal manera que no haya tres nUmeros adyacentes cuya suma sea
multiplo de 3.

a) Demostrar que 9 no es circular.

b) Demostrar que todo entero mayor que 9 es circular.



XXVII® OLIMPIADA de MAYO I

Primer Nivel W;ga
Mayo de 2021

Duracién de la prueba: 3 horas.

Cada problema vale 10 puntos.

No puedes usar calculadora; no puedes consultar libros ni apuntes.

Justifica cada una de tus respuestas.

Al participar te comprometes a no divulgar los problemas hasta el 30 de mayo.

PROBLEMA 1

En un bosque hay 5 arboles A, B, C, D, E que se encuentran en ese orden sobre una linea recta.

En el punto medio de AB hay una margarita, en el punto medio de BC hay un rosal, en el punto
medio de CD hay un jazmin y en el punto medio de DE hay un clavel. La distancia entre Ay E es
de 28 m; la distancia entre la margarita y el clavel es de 20 m. Calcular la distancia entre el rosal y
el jazmin.

PROBLEMA 2

En un tablero cuadriculado de 2 x 8 se desea colorear cada casilla de rojo o azul de modo tal que
en cada subtablero de 2 x 2 haya al menos 3 casillas pintadas de azul. ; De cuantas maneras se
puede realizar esta coloracion?

Nota. Un subtablero de 2 x 2 es un cuadrado formado por cuatro casillas que tienen un veértice
coman.

PROBLEMA 3

En un afio que tiene 365 dias, ;cudl es la maxima cantidad de “martes 13" que puede haber?
Nota. Los meses de abril, junio, septiembre y noviembre tienen 30 dias cada uno; febrero tiene 28
y todos los demas tienen 31 dias.

PROBLEMA 4
A Facundo y Luca les han regalado un pastel que tiene la forma del cuadrilatero de la figura.

Van a hacer dos cortes rectos sobre el pastel obteniendo asi 4 porciones con forma de cuadrilatero.
Luego Facundo se quedara con dos porciones que no compartan ningun lado; las otras dos seran
para Luca. Indicar como pueden hacer los cortes para que ambos nifios reciban la misma cantidad
de pastel. Justificar por qué cortando de esa manera se logra el objetivo.

PROBLEMA 5

Beto escribid 36 enteros positivos consecutivos en el pizarron. Calculé la suma de todos los
digitos de los 16 nimeros méas pequefios y escribio el resultado en color azul. Luego calculd la
suma de todos los digitos de los 10 nimeros mas grandes y escribié el resultado en color rojo. ¢Es
posible que el numero azul sea menor o igual que el numero rojo? Si la respuesta es si, mostrar
cuéles pueden ser los numeros que escribid Beto; si la respuesta es no, explicar por qué es
imposible.



XXVII®° OLIMPIADA de MAYO I

Segundo Nivel ... dOelimi;ga

Mayo de 2021

Duracién de la prueba: 3 horas.

Cada problema vale 10 puntos.

No puedes usar calculadora; no puedes consultar libros ni apuntes.

Justifica cada una de tus respuestas.

Al participar te comprometes a no divulgar los problemas hasta el 30 de mayo.

PROBLEMA 1

En el pizarron estan escritos los 99 numeros 1, 2, 3, ..., 98, 99. Hay que pintar 50 de ellos de
manera tal que la suma de dos niumeros pintados nunca sea igual a 99 ni a 100. ;De cuantas
maneras se puede hacer?

PROBLEMA 2

Sea N un entero positivo. Un divisor de N es propio si es mayor que 1 y menor que N. Por
ejemplo,

2, 3, 6y 9 son todos los divisores propios de 18.

Un entero positivo es especial si tiene al menos dos divisores propios y es multiplo de todas las
posibles diferencias entre dos de ellos. Determinar todos los enteros positivos que son especiales.

PROBLEMA 3
Sean ABC un tridngulo y D un punto en su interior tal que DBC =60° y DCB=DAB =30°.
Si My N son los puntos medios de AC y BC, respectivamente, demostrar que DMN =90°.

PROBLEMA 4

En cada vértice de un poligono de 13 lados escribimos uno de los nimeros 1, 2, 3, ..., 12, 13, sin
repetir. Luego, en cada lado del poligono escribimos la diferencia de los numeros de los vértices
de sus extremos (el mayor menos el menor). Por ejemplo, si dos vértices consecutivos del
poligono tienen los numeros 2 y 11, en el lado que determinan se escribe el nimero 9.

a) ¢Es posible numerar los vértices del poligono de modo que en los lados s6lo se escriban los
nimeros 3, 4y 5?

b) ¢Es posible numerar los vértices del poligono de modo que en los lados sélo se escriban los
nameros 3, 4y 67

PROBLEMA 5

3 3 3 3
N’ +n;, +n; +...+n;,

Demostrar que existen 100 enteros positivos distintos n,,n,,...,n,,, tales que — 100

es un cubo perfecto.



XXVIII® OLIMPIADA de MAYO I

Primer Nivel . .. doeh%%;gq

Mayo de 2022

Duracién de la prueba: 3 horas.

Cada problema vale 10 puntos.

No puedes usar calculadora; no puedes consultar libros ni apuntes.

Justifica cada una de tus respuestas.

Al participar te comprometes a no divulgar los problemas hasta el 30 de mayo.

PROBLEMA 1

Esta mafiana a Emi se le cayo su reloj y a partir de ese momento comenzé a avanzar mas
lentamente. Cuando segun el reloj pasaron 2 minutos, en realidad ya pasaron 3.

Ahora son las 18:25 y el reloj dice que son las 15:30.

¢A qué hora se le cayo el reloj a Emi?

PROBLEMA 2

Beto eligio seis de los nueve digitos del 1 al 9 y escribio la lista, ordenada de menor a mayor, de
todos los numeros de tres digitos distintos que se pueden formar usando los digitos que eligio.
En la lista de Beto, el nmero 317 aparece en la posicion 22.

¢ Qué nimero aparece en la posicion 60 de la lista de Beto? Dar todas las posibilidades.

PROBLEMA 3
Elegir nueve de los digitos del 0 al 9 y colocarlos en los casilleros de la figura de manera que no
haya digitos repetidos y la suma indicada sea correcta.

NN
+ OO
HEN

2022

¢Qué digito quedd sin utilizar? ;Es posible completar los casilleros para que el digito que quede
sin utilizar sea otro?

PROBLEMA 4

Ana y Bruno tienen un tablero cuadriculado de 8x8. Ana pinta cada una de las 64 casillas con
algun color. Después Bruno elige dos filas y dos columnas del tablero y mira las 4 casillas donde
se cruzan.

El objetivo de Bruno es que estas 4 casillas sean del mismo color.

¢ Cuéntos colores como minimo debe usar Ana para que Bruno no pueda cumplir su objetivo?
Mostrar como puede pintar el tablero con esa cantidad de colores y explicar por qué si usa menos
colores entonces Bruno siempre puede cumplir su objetivo.

PROBLEMA 5
Vero tenia un triangulo isésceles de papel. Usando una tijera, lo dividid en tres triangulos méas
pequefios y los pinto de azul, rojo y verde. Una vez hecho esto, observé que:

e con el triangulo azul y el tridngulo rojo se puede formar un tridngulo isésceles;

e con el triangulo azul y el tridngulo verde se puede formar un triangulo isosceles;

e con el triangulo rojo y el triangulo verde se puede formar un triangulo isésceles.
Mostrar como puede haber sido el triangulo de Vero y cdémo puede haber hecho los cortes para
que esta situacion sea posible.



XXVIII® OLIMPIADA de MAYO
Segundo Nivel
Mayo de 2022

Duracién de la prueba: 3 horas.

Cada problema vale 10 puntos.

No puedes usar calculadora; no puedes consultar libros ni apuntes.
Justifica cada una de tus respuestas.

Al participar te comprometes a no divulgar los problemas hasta el 30 de mayo.

PROBLEMA 1

En un tablero de 7x7 algunas casillas estan pintadas de rojo. Sea a la cantidad de filas que tienen
un namero impar de casillas rojas y sea b la cantidad de columnas que tienen un nimero impar de
casillas rojas. Determinar todos los posibles valores de a + b.

Para cada valor hallado, dar un ejemplo de como puede estar pintado el tablero.

PROBLEMA 2
Hay nueve tarjetas que tienen escritos los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9, un digito en cada tarjeta.
Usando todas las tarjetas se forman algunos numeros (por ejemplo, se podrian formar los nimeros
8,213,94,65y7).
a) Sitodos los numeros formados son primos, determinar el minimo valor posible de su suma.
b) Si todos los numeros formados son compuestos, determinar el minimo valor posible de su
suma.

Nota: Un nimero p es primo si sus unicos divisores son 1y p. Un nimero es compuesto si tiene
mas de dos divisores. EI 1 no es primo ni compuesto.

PROBLEMA 3
Sean ABCD un cuadrado, E un punto del lado CD y F un punto en el interior del cuadrado tal que

el triangulo BFE es isésceles y BFE =90°. Si DF = DE, calcular la medida del angulo F DE .

PROBLEMA 4
a) En cada vértice de un triangulo se escribe un entero positivo. Luego, en cada lado del
triangulo se escribe el maximo comdn divisor de sus extremos. ¢Es posible que los
nameros escritos en los lados sean tres enteros consecutivos, en algin orden?
b) En cada vértice de un tetraedro se escribe un entero positivo. Luego, en cada arista del
tetraedro se escribe el méximo comun divisor de sus extremos. ¢Es posible que los
nlmeros escritos en las aristas sean seis enteros consecutivos, en algin orden?

PROBLEMA 5
En el pizarrén estan marcados los vértices de un poligono regular de N lados. Ana y Beto juegan
por turnos, empieza Ana. Cada jugador en su turno debe hacer una de las siguientes acciones:
e unir dos vértices con un segmento, sin cortar otro segmento ya marcado; o
e borrar un vértice que no pertenezca a ningun segmento marcado.
El jugador que en su turno no pueda realizar ninguna accion pierde el juego.
Determinar cudl de los dos jugadores puede asegurarse la victoria:
a) siN=28;
b) si N =29.

Nota: Dos segmentos marcados pueden compartir un vertice.



25-2 Olimpiada de Mayo 2019 - Soluciones
Primer Nivel
Problema 1
Solucidén. Acotamos los valores posibles del ultimo digito de los nUmeros cuyos cuadrados tienen
igual cifra de las unidades que el nimero. La lista es:
0,1,5,6,
pero el nimero no puede terminar en 0, porque en ese caso el cuadrado termina en 00 y 00 no es
un numero de dos cifras.
Analizamos qué pasa si el nimero de dos digitos es de la forma al, a=0:
(10a+1)2=100a%>+20a+ 1.
Vemos que no hay valores de a que cumplan:

(a1)’ = al
Efectivamente, (10a+1)* =100a+2a10+1 que tiene la cifra de las decenas igual a la de 2a y por
lo tanto, distinta de a.
Para la forma a5:
(10 a + 5)> =100 a2 + 100 a + 25.
Como 100 a? + 100 a es mdltiplo de 100, la Gnica posibilidades a=2.
Tenemos entonces un nimero que cumple las condiciones del problema: 25.
Para la forma a6, haremos los calculos:
(10a+6)* =100a” +12a10+ 36
que termina en a6 solo si 2a+3 terminaena, oseasi 2a+3=10+a, 0 sea, a=7. Obtenemos
asi la segunda solucién:
76.
Hay dos nimeros que cumplen la condicion del problema: 25 y 76

Problema 2
Solucién. Sea n el nimero de competidores. Cada uno de los 5 competidores mencionados jugd
n—1 juegos. Como perdio 2, cada uno gané n—1-2=n-3 juegos.
Cada uno de los otros n—5 competidores también jugé n—1 juegos, ganando 3 y perdiendo
n—1-3=n-4 juegos cada uno.
Asi, en total el nimero de juegos perdidos es 5-2+(n—5)(n—4) vy el de juegos ganados es
(n—=5)3+5(n-3).
Como el nimero de ganados es igual al nimero de perdidos se tiene
5-2+(n-5)(n-4)=3(n-5)+5(n-3),

n’-17n+60=0,

(n=5)(n-12) =0,

n=50n=12.

Como el torneo contiene mas de 5 jugadores, debe ser n=12.
Si n=12 hay torneos que cumplen lo pedido, por ejemplo:
Sean a,,...,a, los jugadores con dos partidos perdidos y b,,...,b, los que tienen tres partidos

ganados. Consideramos los subindices de a, en médulo 5y los de b. en modulo 7. Cada a, le
gandaa,ya,,yperdiocona,ya , Cadab legandab b b , yperdidcon
b_.b_,.b ;. Ademas, cada a le gané a cada b; .

+17

Problema 3

Solucién. La respuesta es 21. Dividimos la lista en grupos de nimeros iguales. Entonces el
numero de grupos es igual a la cantidad N de ndmeros distintos que contiene la lista. Sea un grupo
G que consiste de todas las x, copias de un nimero dado a. Por hipdtesis a es igual al tamafio

total de todos los grupos distintos de G, que es 250 —x, . En particular a = b implica x, = X, .

Entonces los N grupos tienen distinto tamafio y su tamafio total es a lo sumo 1+2+...+ N . Sigue
que N <21 pues 1+2+...+22=253>250. Un ejemplo para N =21: Paracada k=1,2,...,20



tomamos k copias de 250—k , en total 210 nameros, y 40 copias de 210. Esta coleccion de 250
numeros satisface las hipotesis.

Problema 4
Solucién. Supongamos sin pérdida de generalidad que ABCD es un cuadrado de lado 2. Sea M el
punto medio de BC, trazamos los segmentos BD y DM para obtener

asi las tres partes. En la prolongacion de CB ubicamos un punto R tal A D
que RB=BM=MC=1 (B esta entre R y C). En la prolongacion de DB
ubicamos un punto T tal que DB=BT. Notamos que los tridngulos RBA
y MCD son congruentes, entonces BRA=CMD . Por otro lado, los R
B M c

triangulos RBT y MBD son congruentes, entonces BRT =BMD .
Sumando las dos ultimas igualdades obtenemos

BRA+BRT =CMD+BMD =180°, entonces A, Ry T son colineales.
Notamos que con las tres partes en que se dividio el cuadrado se puede
formar el triangulo obtusangulo ADT.

Problema 5
Solucion. La respuesta es no. Vamos a demostrar que para toda permutacion a,,a,,...,a, de 1, 2,

.., N los valores absolutos |a, —1],|a, - 2|....,|a, —n| se pueden dividir en dos grupos con sumas

iguales. Notemos que (&, —1)+(a, —2)+...+(a,—n)=0 pues a,a,,...,a, s una permutacion de
1,2, .., n. Cadasumando a, —k esigual a |a, —k| o —|a, —k|, segln sea a, >k o a, <k . Luego
la igualdad anterior se puede escribir como Z:ﬂgk la, —k|=0, donde &, =1 0 & =—1. Pasamos

los sumandos ¢, |a, —k| con &, =—1 al miembro de la derecha. Esto nos da la divisién que

deseabamos.
Cabe destacar que se pueden ignorar los sumandos con |ak — k| igual a cero, porgue estos pueden

agregarse a cualquier grupo una vez hecha la separacion que se explicd.

Todo esto nos indica una manera de pintar: Beto marca las columnas en las que los nimeros de la
primera fila que son mas grandes que los de la segunda fila y pinta los nimeros en la tercera fila
de las columnas marcadas.

Segundo Nivel

Problema 1

Solucién. Supongamos que n es piola. Como n dividido entre 2 puede dejar solo restos 0 0 1, y el
enunciado establece que no puede dejar resto 0, debe dejar resto 1. Ahora n entre 3 no puede dejar
resto 0 ni 1, luego la Unica posibilidad que le queda es dejar resto 2. Continuando del mismo modo
resulta que n entre k deja resto k —1 para k =2,...,10. Entonces n+1 es multiplo de 2,...,10, y por

lo tanto es multiplo del minimo comin maltiplo de esos ndmeros que es 2°-3°-5.7 = 2520. Es
decir que los numeros piolas son los de la forma 2520t —1 para t entero positivo. La condicion
100001

1< 2520t —1<100000 equivalea 1<t < 0 1<t <39, es decir que hay 39 enteros piolas

entre 1 y 100000.

Problema 2
Solucién. Veamos cémo se deben ordenar los nimeros para minimizar la suma. En primer lugar,
el 2020 debe estar en un extremo, pues si no es asi vamos a tener

—————— X |2020 ———==- y




Si en la fila de abajo damos vuelta todos los nimeros del intervalo marcado con una llave, es decir
cambiamos 2020 a b ...c d y por yd c... ba 2020, en lafila de arriba tenemos los mismos
productos en otro orden, excepto 2020-x que se cambid por x-y . Como y < 2020, tenemos un
namero menor. En una configuracion en la que la suma es minima, 2020 debe estar en un borde.
Con un razonamiento analogo vemos que si 2020 esta en un borde, 2019 debe estar en el otro
borde.

Ahora hacemos la siguiente observacion. Dados cuatro nimeros positivos distintos, si los
separamos en dos parejas y calculamos la suma de sus productos, el menor resultado se obtiene
cuando en una de las parejas esta el nimero méas grande con el mas chico. Es decir, dados
O<a<b<c<d,tenemos ad +bc<ab+cd y ad +bc <ac+bd . Esto es cierto porque

ad +bc <ab+cd esequivalente a (c—a)(d—b)>0y ad +bc <ac+bd es equivalente a

(b—a)(d-c)>0.
Con esta observacion en mente vemos que 1 debe estar al lado de 2020. Supongamos que no,
entonces

2019 | | ------ x [ 1| | ------ y | 2020

Si damos vuelta el intervalo marcado, la suma de los productos pierde x-1 e y-2020, y gana X-y
y 1-2020. Como 1< X,y < 2020, tenemos que X-y+1-2020 < x-1+y-2020, por lo que 1 debe

estar al lado de 2020. De igual manera, 2 debe estar al lado de 2019, pues si damos vuelta el
intervalo la suma disminuye ya que tenemos x-y+2-2019<2019-y+x-2 pues 2< X,y < 2019.

019 | y | | Tm—— 2 | x| | T 1 | 2020

Repitiendo este razonamiento obtenemos que los nimeros deben estar ubicados de la siguiente
manera

2019 2 2017 4 ... 1013 1010 1011 1012 1009 1014 ... 3 2018 1 2020.

Si al comenzar resulta que 2020 esté en la otra punta obtenemos el orden inverso. Estas son las
Unicas dos posibilidades que realizan el minimo.

Problema 3
Solucion. Sea M el punto medio de RC entonces
AR =RM =MC conlocual AM =2MC y MQ|| AB. Sea N el

punto medio de PQ, entonces RN es la base media del trapecio
APQM. En el triangulo rectangulo PRQ, N es el punto medio de

la hipotenusa PQ, entoncesNPR =NRP y como AP| RN,
obtenemos que APR=NRP, entonces APR=NPR =RPQ.

Problema 4

Solucién. Sea aa,...a, un nimero que cumple las condiciones del enunciado. Al insertar el digito
2 entre los dos ultimos digitos, obtenemos que a, es multiplo de 2. Analogamente, al insertar el
digito 5, obtenemos que a, es multiplo de 5. Por lo tanto, a, =0.

Sea i cualquier indice entre 2 y k —1, inclusive, entonces los nimeros a,...7a,..a, Y &...8,;7...a,
son ambos mdltiplos de 7. Al restar obtenemos que 7—a, es multiplo de 7, con lo cual concluimos
que a, es 0o 7. Sabemos ahora que cualquier digito a partir del segundo es 0 o 7, luego, si



insertamos un digito 7 entre los primeros dos digitos, el resultado debe ser multiplo de 7, por lo
tanto, el primer digito es 7. Es decir, a, =7.

Insertando el digito 8 entre los Gltimos dos digitos obtenemos que a, ,80 es multiplo de 8 y como
a,, es 00 7, es claro que la Unica posibilidad es a,_, =0. El nimero 700 no cumple la condicion
del problema, entonces si a,_, =7 deberia haber al menos un digito antes y si insertamos el digito

8 antes del 7 obtenemos un multiplo de 8 que termina en 700, lo cual es una contradiccion. Por lo
tanto, a,_, =0.

Tenemos que el numero es de la forma 7...000 donde cada uno de los otros digitos es 0 0 7. Si
insertamos un digito 9 después del primer digito 7, concluimos que la cantidad total de 7 es
multiplo de 9y, en consecuencia, la cantidad de digitos 7 es al menos 9. De esta forma el nimero
que buscamos es como minimo 777777777000 y no es dificil comprobar que ese nimero cumple
la condicidn del enunciado (por ejemplo, si insertamos un digito 6 en cualquier posicion,
obtenemos un namero que termina en 0 y que tiene suma de digitos 69, es por eso que obtenemos
un multiplo de 6). Por lo tanto, ese nimero es el minimo.

Problema 5

5 > . Tomamos un conjunto de k de estos triangulos y

hacemos la lista de sus 3k lados. Cada triangulo tiene un lado que es exclusivamente suyo, de
modo que la lista contiene | >k que aparecen exactamente una vez. También hay a lo sumo

Solucidn. La respuesta es [

n—lj _(0-1)(n-2)

n . , n .
(2) —1 segmentos distintos que aparecen mas de una vez (pues (2} es la cantidad total de

segmentos que unen dos de los n puntos). Observamos que cada uno de estos segmentos no unicos
aparece a lo sumo n—2 veces, pues es lado de a lo sumo n—2 tridngulos. Todo lo anterior

n
implica que 3k <l +(n- 2)((2J— I) . Reescribimos esta desigualdad como

n
3k+(n-3)I <(n- 2)(2J = %n(n —1)(n—2) . Usamos ahora que | >k para obtener

nk < %n(n—l)(n—Z). Luego k < %(n—l)(n—Z) - (nz_lj |

: - . n
Damos a continuacion un ejemplo para k :( j Tomamos uno de los n puntos, A, y

: » - n-1 .
consideramos todos los tridngulos con un vértice en A. Hay ( ) ] de estos triangulos, pues el

. n ,
lado opuesto a A puede elegirse de ( ) j maneras. Ademas este lado solo le corresponde a uno

de los tridngulos. Asi, este conjunto tiene la propiedad buscada.
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Problema 1

Sofia ubica los dados sobre una mesa como se muestra en la figura,
juntando caras que tienen el mismo nimero en cada dado. Ella da
vueltas alrededor de la mesa sin tocar los dados. ¢Cual es la suma de
los nimeros de todas las caras que no puede ver?

Nota. En todo dado los nimeros de las caras opuestas suman 7.
Solucién. Los nimeros que no se pueden ver son los de las caras
que estan apoyadas en la mesa y las caras que estan juntas entre si.




Como las caras opuestas suman 7, entonces la suma de todas las 8 caras superiores mas la suma de las 8 caras
inferiores sera igual a 7-8 =56, entonces:
(5+3+4+2+5+6+1+1)+Suma Caras Inferiores = 56

Suma Caras Inferiores = 56 — 27 = 29.
Ahora, para las caras pegadas podemos comenzar por el dado de la derecha, en donde vemos que la cara opuesta al 2
es la que esta pegada al otro dado, o sea, el 5 (porque ambos deben sumar 7). Entonces una cara oculta es el 5, pero
como los dados estan juntos por tener caras iguales, en realidad hay 2 caras con 5 que estan ocultas, una por cada
dado.
Siguiendo el proceso anterior vamos deduciendo qué nimeros tiene cada cara de los dados que estan pegados a otro
dado, y obtenemos que la suma total de estas caras sera:

Suma Caras Pegadas = (2-5) +(2-2) +(2-3) +(2-4) +(2-6) +(2-1) +(2-6)
Suma Caras Pegadas = 54
Finalmente, el total de los nimeros que no se puede ver es la suma de los nimeros de las caras inferiores mas los de
las caras pegadas:
Suma de NUmeros Ocultos = Suma Caras Inferiores + Suma Caras Pegadas
Suma de Numeros Ocultos = 29 + 54
Suma de Numeros Ocultos = 83

Problema 2
Pablo escribi6 la lista de todos los nimeros de cuatro cifras tales que el digito de las centenas es 5 y el digito de las
decenas es 7. Por ejemplo, 1573 y 7570 estan en la lista de Pablo, pero 2754 y 571 no. Calcular la suma de todos los
nameros de la lista de Pablo.
Nota. Los nimeros de la lista de Pablo no pueden empezar con cero.
Solucién. Sea a57b un numero de la lista de Pablo. Como el valor de a puede ser 1, 2, ... ,9 y el valor de b puede ser
0,1,2,....9; el total de nimeros con la forma a57b es:
9-10=90
En las unidades de mil el 1 esta repetido 10 veces, el 2 esta repetido 10 veces, y asi hasta el 9. La suma de todos estos
nameros es:
10-(1+2+...+9)-1000=10"-45-1000 =450 000
En las centenas tenemos el 5 repetido 90 veces. La suma total es:
90 -5- 100 =45000
En las decenas tenemos el 7 repetido 90 veces y la suma de todos ellos es:
90-7-10=6300
En las unidades el 0 est4 repetido 9 veces, el 1 esta repetido 9 veces, y asi hasta el 9. La suma de todos estos nimeros
es:
9-(0+1+2+...+9)-1=9-45=405
La suma total es:
450 000 + 45 000 + 6 300 + 405 = 501 705

Problema 3

Una hormiga despistada hace el siguiente recorrido: comenzando en el punto A va 1 cm al norte, después 2 cm al este,
a continuacién 3 cm al sur, luego 4 cm al oeste, de inmediato 5 cm al norte, contintia 6 cm al este, y asi
sucesivamente, finalmente 41 cm al norte y termina en el punto B. Calcular la distancia entre Ay B (en linea recta).
Solucién. Representamos en un par de ejes cartesianos el norte hacia arriba y el este hacia la derecha. Verticalmente
sube 1 cm, baja 3 cm, sube 5 cm, ..., sube 41 cm. Luego, sube en total

1-3+5-7+9—---—=39+41=1+2+2+---+2=1+2-10=21cm.

Horizontalmente va 2 cm a la derecha, 4 cm a la izquierda, ..., 40 cm a la izquierda. Luego avanza a la izquierda en

total -2+4-6+8—---—38+40=2+2+---+2=2-10=20cm.
Finalmente, B estd 21 cm arriba y 20 cm a la izquierda de Ay por el teorema de Pitdgoras obtenemos que

AB =+/212 +20° =29cm.

Problema 4

Maria tiene un tablero de 6x5 con algunas casillas sombreadas, como en la figura. Ella
escribe, en algln orden, los digitos 1, 2, 3, 4 y 5 en la primera fila y luego completa el tablero
de la siguiente manera: mira el nimero escrito en la casilla sombreada y escribe el nimero
que ocupa la posicion indicada por la casilla sombreada como Gltimo nimero de la fila
siguiente, y repite los demas nimeros en las primeras cuatro casillas, siguiendo el mismo
orden que tenian en la fila anterior.

Por ejemplo, si escribié 2 34 1 5 en la primera fila, entonces como en la casilla sombreada
esta el 4, el nmero que ocupa el cuarto lugar (el 1) lo escribe en la Gltima casilla de la
segunda fila y la completa con los restantes nimeros en el orden en que estaban. Queda: 2 3 4 21 3l al 1] 5
51.

Luego, para completar la tercera fila, como en la casilla sombreada esta el 3, el nimero
ubicado en el tercer lugar (el 4) lo escribe en la Gltima casilla y obtiene 2 35 1 4. Siguiendo de
la misma manera obtiene el tablero de la figura. ol )l I




Mostrar una manera de ubicar los nimeros en la primera fila para obtener en la Gltima fila los nGmeros 24 5 1 3.
Solucién. Hay tres maneras de completar el tablero. EI problema solo pide una.

5/3]14] 1] 2 214(1| 5|3 4 1) 5] 3| 2
513141 2] 1 411[ 5] 3|2 4 1) 5] 3| 2
5| 31 2] 1] 4 115]1 3] 2|4 1 5 3] 2| 4
3| 2] 1{ 4[5 1| 3] 2] 4|5 1 3[ 2] 4 5
31 214)15]1 31 2] 4] 5] 1 3| 2] 4 5 1
21 4[ 5] 1] 3 2041 5]/1] 3 2 4 5] 1 3

Problema 5

Sobre una mesa hay varias cartas, algunas boca arriba y otras boca abajo. La operacion permitida es elegir 4 cartas y
darlas vuelta. El objetivo es obtener todas las cartas en el mismo estado (todas boca arriba o todas boca abajo).
Determinar si es posible lograr el objetivo mediante una secuencia de operaciones permitidas si inicialmente hay:

c) 101 cartas boca arriba y 102 boca abajo;

d) 101 cartas boca arriba y 101 boca abajo.
Solucién. a) Si. En la primera movida damos vuelta 1 carta boca arriba y 3 cartas boca abajo. Esto nos da 103 cartas
boca arriba y 100 boca abajo. Estos tltimos 100 se dividen en 24 cuaternas y se les aplica la operacion a cada
cuaterna. Al final, estan todas las cartas boca arriba.

b) No. Si en una etapa hay k cartas boca arriba, una operacion puede cambiar kenk, K =2, k =4 . Luego, se
preserva la paridad de k. Lo mismo ocurre con el nimero [ de cartas boca abajo. Inicialmente k = £ =101, de
manera que ky { siempre permanecen impares. Si fuera posible hacer que todos las cartas tengan el mismo estado,
tendriamos, después de la Gltima movida, k =0,( =202 o k =202, ¢ =0. Esto es imposible.

Segundo Nivel
Problema 1

Decimos que un nimero entero positivo es super-impar si todos sus digitos son impares. Por
ejemplo, 1737 es stper-impar y 3051 no lo es. Hallar un entero positivo par que no se pueda
expresar como suma de dos nimeros super-impares y explicar por qué no es posible expresarlo de
esa manera.

Solucién. Vamos a demostrar que 220 no se puede expresar como suma de dos nimeros super-
impares.

Supongamos que sea posible expresar 220 como suma de dos enteros positivos super-impares,
entonces al menos uno de ellos tiene tres digitos. Como dicho nimero es stper-impar, es claro
que su primer digito es 1 (si fuera mayor o igual que 3, la suma no podria ser 220). Luego,
tenemos tres casos segun la cantidad de digitos del otro sumando:

° Primer caso: 220 =1ab +c, es claro que el lado derecho es como maximo 199+9, luego, no
hay solucidn en este caso.

° Segundo caso: 220 =1ab+cd como by d son impares y b +d =10, llevamos 1 al digito
de las decenas y obtenemos una contradiccion porque a + ¢ es par.

° 220 =1ab+cde es claro que el lado derecho es al menos 111+111, y tampoco obtenemos
solucion en este caso.

Problema 2
c) Determinar si existen enteros positivos a, b y ¢, no necesariamente distintos, tales que
a+b+c=2020y 2+ 2° + 2° es un cuadrado perfecto.
d) Determinar si existen enteros positivos a, b y ¢, no necesariamente distintos, tales que
a+b+c=2020 y 3%+ 3° + 3° es un cuadrado perfecto.
Solucion. a) Si existen. Por ejemplo, podemos hacer que 2% + 27 + 2¢ = (2% 4 2V)% = 2% 2%+¥+1 L 2% g
decir,a = 2x, b =x + v + 1, c = 2y, para lo cual es suficiente que se cumpla 3x + 3y + 1 = 2020, Luego,
podemos tomar x = 1y ¥ = 672, Finalmente, el ejemploesa = 2, b = 674, c = 1344,
b) No existen. Supongamos que a, b, ¢ son enteros positivos tales que & + & + ¢ = 2020, tenemos dos casos:

. Si a, b, ¢ son pares entonces cada uno de los nimeros 32, 37, 3° seria una potencia de 9 y, en consecuencia,
cada uno seria maltiplo de 4 més 1, con lo cual 3% + 3° + 3° seria multiplo de 4 mas 3, que no es un cuadrado.
. Si uno de los nimeros a, b, ¢ es par y los otros dos impares, sin pérdida de generalidad, a = 2m, b = 2n + 1

,c =2k + 1, entonces 3% 4+ 37 + 3° = 9™ 4 3,0" 4 3,9% que también es mltiplo de 4 més 3y, por lo tanto, no es
un cuadrado.

En cualquier caso obtenemos un multiplo de 4 més 3, que no puede ser un cuadrado perfecto porque el cuadrado de un
namero impar es multiplo de 4 mas 1.



Problema 3
Se tiene una caja con 2020 piedras. Ana y Beto juegan a retirar piedras de la caja, alternadamente y comenzando por
Ana. Cada jugador en su turno debe retirar un nimero positivo de piedras que sea capicla. El que logre dejar la caja
vacia gana. Determinar cual de los dos tiene una estrategia ganadora, y explicar cuél es esa estrategia.

Nota. Un entero positivo es capicua si se lee igual de derecha a izquierda que de izquierda a derecha. Por ejemplo 3,
22, 484 y 2002 son capicuas.

Solucion. Beto tiene una estrategia ganadora. Como ninguin ndmero capicta es multiplo de 10, luego de la primera
jugada de Ana en el monton queda un nimero k de piedras que no es maltiplo de 10. Entonces Beto retira un nimero
de piedras igual al resto de la division de k entre 10 (ese resto es capicta pues es un entero del 1 al 9), con lo cual le
vuelve a dejar a Ana un multiplo de 10. Continuando de esta manera, Ana dejara siempre en el montdn un nimero de
piedras que no es multiplo de 10, y Beto retirara el resto de la divisién de ese nimero entre 10, dejandole a Ana en el
montén un multiplo de 10. Eventualmente Ana dejara en el montdn un nimero de piedras menor que 10, y Beto las
retirara todas ganando.

Nota. Una estrategia ganadora mejorada para Beto, que le permite ganar mas rapido, consiste en retirar, en su turno, el
mayor nimero capicla de piedras que no supere al de las que quedan en el monton, y que
tenga el mismo digito de las unidades que éste. Por ejemplo si Ana retira una piedra en A su
primera jugada, dejando 2019, Beto puede retirar 999, dejando 1020.

Problema 4

Sean ABC un triangulo rectangulo, recto en B, y M el punto medio del lado BC. Sea P el
punto en la bisectriz del angulo BAC tal que PM es perpendicular a BC (P esta fuera del
triangulo ABC). Determinar el area del triangulo ABC si PM =1y MC =5. & R ¢
Solucién. Prolongamos PM hasta que corte en N a la hipotenusa AC. Como M es punto medio

de BC, entonces N es punto medio de AC. Como P AB = P AC y NP es paralelo a AB, entonces NPA=N AP,
luego NA=NP. Pero sabemos que N es punto medio de AC, entonces NP=NA=NC. Sea NM=x, entonces NC=NP=x+1.
En el triangulo rectangulo NMC aplicamos el Teorema de Pitagoras y obtenemos {x + 1)* = x= + 23, de donde

. . ) g AB-BC 24-10
x=12. Finalmente, AB=2-NM=2x=24 y concluimos que el &rea del triangulo ABC es = =120.

Problema 5
Decimos que un entero positivo n es circular si es posible colocar los nimeros 1, 2, ..., n alrededor de una
circunferencia de tal manera que no haya tres nimeros adyacentes cuya suma sea multiplo de 3.

c) Demostrar que 9 no es circular.

d) Demostrar que todo entero mayor que 9 es circular.
Solucién. Puesto que solo nos interesa la suma en modulo 3, podemos reemplazar cada htimero por el resto que deja
al ser dividido entre 3.

a) Supongamos lo contrario, es decir, que existe una forma de colocar los numeros 1, 2, 0, 1, 2, 0,
1, 2, 0 de tal manera que la suma de cada tres nimeros adyacentes no sea multiplo de 3. Vamos a
probar que en cualquier distribucion hay dos nimeros adyacentes iguales. En efecto, si no fuera
asi, supongamos que a y b son dos numeros adyacentes (con a#b) y sea c el tercer nimero.
Considerando que a, b y ¢ no pueden estar en posiciones adyacentes (porque 0+1+2 es maltiplo de
3), obtenemos que los numeros son a, b, a, b, a, b, a, b, a, con lo que tendriamos dos nimeros a
adyacentes, contradiciendo nuestra suposicion.

Como existen dos nimeros adyacentes iguales, digamos que sean dos a. Considerando simetria, la posicion

del tercer nimero a tiene tres posibilidades. En cada caso sea b el nimero que sigue a las dos a en sentido
anti-horario:

En cada caso se puede completar algunas posiciones:



En los dos primeros casos las tres ¢ deberian ir juntas. En el tercer caso, el circulo marcado con x no puede
ser a, pues ya se usaron las 3, no puede ser b porque quedarian 3 b consecutivas, y no puede ser ¢ porque a
+b+c=0+1+2=3. Porlo tanto, de cualquier forma aparecen tres himeros cuya suma es multiplo de 3,
es decir, 9 no es circular.

b) Diremos que un entero positivo n es sUper circular si n es circular y ademas cumple que existe una
distribucién de los nimeros alrededor de la circunferencia en la que hay cuatro nimeros adyacentes que
son de la forma a a b b, siendo a#b. Los siguientes ejemplos muestran que 6, 8, 10, 11, 13 y 15 son
nameros super circulares:

O @

@ D

Mostremos que, para cualquier n > 6, si n es un nimero super circular entonces n+6 también es un nimero
super circular. En efecto, tomamos los cuatro nimeros de la forma a a b b, y entre los nimeros adyacentes
a'y b escribimos los nimeros b b ¢ ¢ a a. Al hacer esto estamos aumentado dos 0, dos 1 y dos 2 (los cuales
serian los nimeros n+1, n+2, ..., n+6) y ademas no aparecen tres nimeros adyacentes cuya suma sea
maltiplo de 3. Por lo tanto n + 6 también es super circular. En particular tenemos que 6+6=12 y 8+6=14
son super circulares. Como 10, 11, 12, 13, 14 y 15 son sUper circulares y n es sUper circular implica que
n+6 también es sUper circular, concluimos que todos los nimeros a partir de 10 son super
circulares y en particular, son circulares.
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Problema 1

En un bosque hay 5 arboles A, B, C, D, E que se encuentran en ese orden sobre una linea recta.

En el punto medio de AB hay una margarita, en el punto medio de BC hay un rosal, en el punto
medio de CD hay un jazmin y en el punto medio de DE hay un clavel. La distancia entre Ay E es
de 28 m; la distancia entre la margarita y el clavel es de 20 m. Calcular la distancia entre el rosal y
el jazmin.

Solucion. Sean U, V, X, Y la margarita, el rosal, el jazmin y el clavel, respectivamente.



1 1
La distancia que queremos calcular es VX, que es igual a E(BC +CD) = > BD . Notemos que

1 1
AU +YE = AE —UY =28-20=8 y también AU +YE =§(AB+ DE) . Luego E(AB+ DE) =8,

AB+DE =16 BD=AE-(AB+DE)=28-16=12: VX :%BD:6_

Problema 2

En un tablero cuadriculado de 2 x 8 se desea colorear cada casilla de rojo o azul de modo tal que
en cada subtablero de 2 x 2 haya al menos 3 casillas pintadas de azul. ; De cuantas maneras se
puede realizar esta coloracion?

Nota. Un subtablero de 2 x 2 es un cuadrado formado por cuatro casillas que tienen un vértice
coman.

Solucién 1. Sea a,, el numero de coloraciones permitidas tales que en la tltima columna los
colores son AA. Sea b,, el nimero de coloraciones permitidas tales que en la Gltima columna los
colores son AR (A en la casilla superior y R en la inferior). Notemos que por simetria
(intercambiando los colores de la primera y de la segunda fila), el nimero de coloraciones
permitidas tales que en la Gltima columna los colores son RA también es b,,.

Consideremos las coloraciones permitidas tales que la Gltima columna tienen los colores AA.
Analizando los posibles colores de la penultima fila podemos concluir que a, =a, , +2b, ,, para
n = 3. 1)

Anélogamente, si consideramos las coloraciones permitidas que en la Gltima columna tienen los
colores AR y analizamos los posibles colores de la pendltima fila podemos concluir que

b, = a,_,, paran = 3. 2

De (1) y (2), y ademas, teniendo en cuenta que a, = 3y b, = 1 podemos completar los valores de
a, Y b, en lasiguiente tabla:

n 2 3 4 5 6 7 8 9
[ 3 5 11 21 43 85 171 341
b, 1 3 5 11 21 43 85 171

Finalmente, lo que nos piden es ag + 2bg = ag = 341.

Solucién 2. Como en cada cuadrado de 2x2 puede haber a lo sumo 1 casilla roja, en todo el
tablero hay a lo sumo 4 casillas rojas.

Separamos en casos segun la cantidad de casillas rojas del tablero.

Si no hay ninguna casilla roja, es 1 posibilidad.

Si hay 1 casilla roja, cualquiera sea la posicion de la misma en el tablero se cumplira la condicion.
Por lo tanto son 16 posibilidades.

Para los demas casos hacemos la siguiente observacion. Cada columna del tablero puede tener 0 o
1 casilla roja. Ademas no puede haber dos columnas consecutivas con 1 casilla roja, pues entonces
habria un cuadrado de 2x2 con 2 casillas rojas y, por ende, menos de 3 azules.

Si hay 2 casillas rojas en el tablero, entonces hay 2 columnas que tienen 1 casilla roja. Veamos de
cuéntas maneras se pueden elegir estas dos columnas. Si la primera columna que tiene 1 casilla
roja es la 1, entonces la otra puede ser la 3, la4, 1a 5, a6, la 7 o la 8. Son 6 posibilidades. De la
misma forma, si la primera columna que tiene 1 casilla roja es la 2, entonces hay 5 posibilidades
para elegir la otra; si la primera columna que tiene 1 casilla roja es la 3, hay 4 posibilidades;
etcetera. En total hay 6 + 5+ 4 + 3+ 2 + 1 = 21 maneras de elegir las dos columnas del tablero
que tienen 1 casilla roja. Una vez elegidas estas columnas, hay 2 maneras de completar cada una

de ellas (poner la casilla roja en la primera fila o en la segunda fila). Luego hay 21-2°= 84
posibilidades para pintar el tablero con 2 casillas rojas.

Si hay 3 casillas rojas, tenemos que elegir 3 columnas del tablero entre las cuales no haya dos
consecutivas. Si la primera columna es la 1, hay que elegir dos columnas maés entre las Gltimas 6,
y por el mismo argumento de antes la cantidad de maneras de hacerloes4 +3+2+ 1 =10. Si la
primera columnaes la2son 3+ 2+ 1 =6; si laprimeracolumnaesla3son2+1=4;ysila
primera columna es la 4 hay una sola posibilidad (elegir las columnas 4, 6 y 8). Entonces hay




10+6+4+1=20 maneras de elegir las columnas, y como cada una de ellas se puede completar

de 2 maneras, hay 20x 2° = 160 posibilidades para pintar el tablero con 3 casillas rojas.

Por ultimo, si hay 4 casillas rojas las posibilidades para elegir las 4 columnas son 5:
1357-1358-1368-1468-24638.

Como para cada una de ellas tenemos 2 maneras de completar cada una de las 4 columnas, hay

5x2* = 80 posibilidades para pintar el tablero con 4 casillas rojas.

Finalmente la cantidad total de tableros es 1+16+84+160+80 = 341.

Problema 3

En un afio que tiene 365 dias, ;cual es la méxima cantidad de “martes 13 que puede haber?

Nota. Los meses de abril, junio, septiembre y noviembre tienen 30 dias cada uno; febrero tiene 28
y todos los demas tienen 31 dias.

Solucién. Llamamos 0 al dia de la semana en que cae el 13 de enero y los otros dias de la semana
1,2, 3,4,5y6. Entonces los dias 13 de los sucesivos meses ocurren en los dias 0, 3, 3, 6, 1, 4, 6,
2,5,0,3,5. Cada uno de los nimeros 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 estan al menos una vez en un afio y no mas
de tres veces. Por lo tanto debe haber al menos un martes 13 y no mas de tres.

Problema 4
A Facundo y Luca les han regalado un pastel que tiene la forma del cuadrilatero de la figura.

Van a hacer dos cortes rectos sobre el pastel obteniendo asi 4 porciones con forma de cuadrilatero.
Luego Facundo se quedara con dos porciones que no compartan ningan lado; las otras dos seran
para Luca. Indicar como pueden hacer los cortes para que ambos nifios reciban la misma cantidad
de pastel. Justificar por qué cortando de esa manera se logra el objetivo.

Solucidn. Sean P, Q, R, S los puntos medios de AB, BC, CD, AD respectivamente y O el punto de
interseccion de las rectas PR y QS. Unimos cada vértice del cuadrilatero ABCD con O. De este
modo cada cuadrilatero pequefio (BQOP, CROQ, DSOR, APOS) queda dividido en dos triangulos.
Pero esos triangulos, agrupados en parejas, también descomponen en dos cada uno de los
triangulos AOB, BOC, COD, DOA, y en este caso, cada tridngulo queda dividido en dos partes de
igual area, pues por ejemplo en AOB, el punto P es punto medio del lado AB, y por ende, APO y
BPO son tridngulos de igual area. Sean 2x, 2y, 2z, 2u las areas de AOB, BOC, COD, DOA
respectivamente. Entonces, uno de los chicos se llevard un area de x+y+z+u y el otro, u+x+y+z.
Los dos llevan lo mismo.

Soluciodn alternativa. Cada recta de corte corta a dos lados opuestos en sus puntos medios.
Designemos como (ABC) al area de un triangulo ABC, y (ABCD) al area del cuadrilatero ABCD.
Los segmentos RP y SQ se cortan en O.

Observemos:



1.- Por ser R y S los puntos medios de los
lados CD y AD del triangulo ACD, en los
triangulos DSR y DAC vale que SR = %2AC.
Ademas la altura del triangulo DSR respecto
del lado SR es igual a la mitad de la altura
del tridngulo DAC respecto del lado AC.
2.- Por lo tanto, (DSR)= Y4(DAC).

3.- Anélogamente, el segmento PQ une los
puntos medios de los lados AB y CB del
triangulo ABC; por lo tanto, también sera
(BQP) =% (ABC).

Mirando ahora la otra diagonal, BD,
también resultara que

(CRQ)=v(CDB) y

(APS) = ¥ (ABD)

Asi pues, los segmentos SR y PQ son
paralelos y miden lo mismo (la mitad del segmento AC) y el cuadrilatero PQRS es un
paralelogramo, de diagonales SQ y PR. Por tanto,

(ORS) = (OSP) = (OPQ) = (OQR)

El area de las porciones de tarta de Facundo es (ORDS) + (OPBQ).

Tenemos:

(ORDS) + (OPBQ) = (RDS) + (ORS) + (BQP) + (OPQ) =

Y4(DAC) + (ORS) + ¥ (ABC) + (OPQ) = ¥4(ABCD) + (OQR) + (OSP) =

Y4(QCR) +%4 (SAP) + (OQR) + (OSP) = (OQCR) + (OSAP),

que es el area de las porciones de tarta que se llevé Luca.

Problema 5

Beto escribid 36 enteros positivos consecutivos en el pizarron. Calculé la suma de todos los
digitos de los 16 numeros mas pequefios y escribio el resultado en color azul. Luego calculé la
suma de todos los digitos de los 10 nimeros mas grandes y escribid el resultado en color rojo. ¢Es
posible que el nimero azul sea menor o igual que el nimero rojo? Si la respuesta es si, mostrar
cuéles pueden ser los numeros que escribid Beto; si la respuesta es no, explicar por qué es
imposible.

Solucion. Tales nimeros no existen. Consideramos 36 nimeros consecutivos arbitrarios
n,n+1,...,n+35. Veremos que la suma de los digitos de los 16 primeros es mayor que la suma de

los digitos de los ultimos 10. Sea S(a) la suma de los digitos de a € N . Observamos que si a
aumenta en 20 entonces S(a) aumenta a lo sumo 2, es decir, S(a+20)<S(a)+2. Esto es claro si

a es un numero de un digito. Sea a un numero de por lo menos dos digitos, y sea d su antedltimo
digito. Si d <7 entonces a+ 20 tiene su antetltimo digito igual a d +2 y sus restantes digitos
son iguales a los respectivos digitos de a, de modo que S(a+20)=S(a)+2.Sides809

entonces hay acarreo y el antetltimo digito de a+20 es d —8. Ademas exactamente uno de los
restantes digitos de a aumenta en 1y, posiblemente, varios 9 consecutivos de a se transforman en
0. Luego S(a) disminuye al menos 7, es decir, S(a+20)<S(a)-7<S(a)+2.

Volviendo a n,n+1,...,n+35, denotamos S'=S(n)+...+S(n+15),
S"=S(n+26)+...+S(n+35). Por la observacion
S(N+26)<S(n+6)+2,S(n+27)<S(N+7)+2,...,S(n+35) <S(n+15)+ 2, luego
S"<S(N+6)+S(n+7)...+S(n+15)+20. Ahora es suficiente verificar que la contribucién
T=S(N)+S(n+1)+...+S(n+5) de los primeros 6 nimeros a S' es mas de 20; luego se deduce

nuestra afirmacion S'>S".
Si n tiene mas de un digito, lo mismo ocurre con n,n+1,...,n+5. Los Gltimos 6 digitos

contribuyen con al menos 0+1+...+5=15; los primeros digitos son al menos 1 cada uno. De



modo que T >15+6=21>20. Sea n un nimero de un digito. Si 1<n <4 entonces
n,n+1,...,n+5 son todos nimeros de un digito y
T>1+2+..+6=21>20.Si 5<n<7 entonces entre
nn+1..,n+5estdn7,8,9yporende T >7+8+9=24>20.
Finalmentesi n=8 y n=9 entonces T=27>20y T =24>20
respectivamente.

Nota. Hay infinitos n tales que S'=S"+1, por ejemplo, n=10"
con k>2.

Soluciones segundo nivel

Problema 1. En el pizarron estan escritos los 99 nimeros 1, 2, 3, ..., 98, 99. Hay que pintar 50 de
ellos de manera tal que la suma de dos nimeros pintados nunca sea igual a 99 ni a 100. ¢De
cuéntas maneras se puede hacer?

Soluciéon. Quitamos el nimero 50 y dividimos los restantes 98 nimeros de 1 a 99 en 49 parejas

con suma 100, es decir, {1,99},{2,98}, etc. El conjunto de nimeros elegidos, A, puede contener a

lo sumo un niimero de cada pareja, por hipétesis. Como |A| =50 y el Ginico nimero que no esta en

ninguna pareja es 50, sigue que A contiene un numero de cada pareja y también a 50.
Consideramos la pareja {49,51}. Como 49+50=99 y 50 A vemos que 49 ¢ A (no hay dos

nimeros de A que sumen 99). Luego 51« A. Ahora consideramos {48,52} . Como 48+51=99 y

51e A tenemos analogamente que 48¢ A y 52 € A. Supongamos demostrado que 50+k € A
para un k €[1,48] y consideramos {49—k,51+k}.Como 49—k +50+k =99 y 50+k € A se

sigue que 49—k ¢ A y 51+k e A. En conclusién, A={50,51,...,99} y es la tnica solucion.

Problema 2. Sea N un entero positivo. Un divisor de N es propio si es mayor que 1 y menor que
N. Por ejemplo,

2, 3, 6y 9 son todos los divisores propios de 18.

Un entero positivo es especial si tiene al menos dos divisores propios y es multiplo de todas las
posibles diferencias entre dos de ellos. Determinar todos los enteros positivos que son especiales.
Solucioén. Sea N un entero positivo especial. Si N fuera impar, entonces todos sus divisores
propios son impares y la diferencia de cualesquiera dos de ellos es par, pero esto no es posible
porque un nimero impar no es divisible por un nimero par.

Concluimos que N es par. Sea N=2k. Es claro que k=1 y k=2 A

no cumplen porque N=2 y N=4 no son especiales. Entonces,
tenemos que k>2, con lo cual 2 y k son divisores propios de
2k y se deberia cumplir que k —2 es divisor de 2k.

Comok —2 es divisor de 2(k —2) =2k —4, entonces k —2
es divisor de la diferencia, que es 4. Por lo tanto, k es 3, 4 0
6. Finalmente, es facil comprobar que N=6, N=8 y N=12 son
especiales.

Problema 3. Sean ABC un tridngulo y D un punto en su

interior tal que DBC =60° y DCB=DAB =30°.

Si My N son los puntos medios de AC y BC, respectivamente, demostrar que DMN =90°.
Solucion 1. Como N es punto medio de la hipotenusa BC del triangulo rectangulo BDC, tenemos
que NCD =NDC =30°.

Sea P el punto medio de DC, entonces MP es paralelo a AD y MN es paralelo a AB,

entonces NMP = BAD =30°. Tenemos que NMP = N DP =30°, entonces el cuadrilatero DMPN

es ciclico y en consecuencia, DMN = DPN =90°.



Soluciéon 2. Sea MN =a, AB=2a, BD=BN =DN =NC =b. Sea Q la proyeccion de B sobre la
recta AD. Como BAQ =30°, entonces BQ =a. Por otro lado, como MN y AB son paralelos,

tenemos que ABC + MNB =180°, o sea, (DBA+60°)+(DNM +60°) =180° , de

donde DBA+DNM =60°.

Pero sabemos que DBA+ DBQ =60°, entonces DBQ = DNM Yy este hecho, junto a
DB =DN =by BQ=NM =a, nos permite concluir que los triangulos DBQ y DNM son

congruentes. Luego, DMN = DQB =90°.
Solucion 3. Sea C' el simétrico de C respecto de DB. Entonces DC'B =DCB =30°= DAB, por

lo tanto, el cuadrilatero ADBC"' es ciclico y en consecuencia C'AB=CDB =90°. Como M, Dy
N son los puntos medios de CA, CC" y CB respectivamente, DM y DN son paralelosa C'A y AB

respectivamente (bases medias). Luego DMN =C'AB =90°, como queriamos probar.

Problema 4. En cada vertice de un poligono de 13 lados escribimos uno de los nimeros 1, 2, 3,
..., 12, 13, sin repetir. Luego, en cada lado del poligono escribimos la diferencia de los nimeros
de los vértices de sus extremos (el mayor menos el menor). Por ejemplo, si dos vértices
consecutivos del poligono tienen los nimeros 2 y 11, en el lado que determinan se escribe el
namero 9.

a) ¢ Es posible numerar los vértices del poligono de modo que en los lados solo se escriban los
nameros 3, 4 y 5?

b) ¢Es posible numerar los vértices del poligono de modo que en los lados sélo se escriban los
nameros 3, 4 y 6?

Solucién. a) Supongamos que hemos numerado los trece vértices del poligono de modo que los
nameros de los lados tomen valores 3, 4 0 5. Separamos los numeros del conjunto
{1,2,3,....,12,13} en dos bloques: Por una parte, tendremos X = {1,2,3,11,12,13}, y por otra, Y =
{4,5,6,7,8,9,10}. Ninguna pareja de nimeros de X determinaran un lado del poligono, pues si a, b
estan en X, resulta que |a — b| es menor que 3 o mayor que 5. Asi que cada vértice numerado con
un nimero de X estara unido (formando lado) con dos vértices de Y: tendremos entonces 12 lados
con un vértice en X y otro en Y. Como el poligono tiene 13 lados, exactamente uno de ellos tiene
sus dos extremos numerados con nimeros de Y. Ahora bien, el vértice 4 solamente puede unirse,
para formar un lado, con el vértice 1 de X, mientras que el vértice 10 solamente puede formar lado
con el vértice 13 de X. Pero entonces debe haber dos lados diferentes (4, a) y (10, b), con sus
vertices 4, a, 10 y b en Y, y estos dos lados son diferentes, ya que (4, 10) NO pueden determinar
un lado. Se sigue por lo tanto que no es posible una numeracion de los vértices segun la cual los
numeros de los lados tomen Gnicamente los valores 3, 4 y 5.

b) Si, es posible. Una forma puede ser 1, 4, 10, 13, 9, 12, 8, 11, 7, 3, 6, 2 y 5 en sentido horario.

Problema 5. Demostrar que existen 100 enteros positivos distintos n,,n,,...,n,,, tales que
N’ +ns+nd +..+n,
100
Solucion. Comencemos notando que 63=53+43+32 (usaremos esta igualdad en el paso inductivo).

Por otro lado, tenemos que 100=43+33+23+13,

Demostraremos por induccidn que para cada numero par k = 4 existen enteros positivos distintos

Ny, N2, Na,..., Nktales que la suma de sus cubos es igual a 100 veces un cubo perfecto. (Haciendo

k=100 conseguimos probar lo que nos pide el problema).

Para k=4 tomamos los numeros 4, 3, 2, 1. Supongamos que para algun k = 4 par tenemos enteros

POSitivos Nni< np< na< ...<ngtales que N3+ ny® +...+n3=100t3. Multiplicamos a ambos lados por

6° y utilizamos la igualdad (6n1)®=(5n1)*+(4n1)3+(3n1)*, con lo cual obtenemos
(3n1)3+(4n1)3+(5n1)3+ (6n2)3 +.. .+(6nk)*=100(6t)°

De esta forma hemos conseguido k+2 enteros positivos 3n1<4n1<5n1<6n,<6n3< ...<6n tales que

la suma de sus cubos es 100 veces un cubo perfecto. Lo cual demuestra el paso inductivo.

es un cubo perfecto.
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Soluciones primer nivel

Problema 1. Esta mafiana a Emi se le cayo su reloj y a partir de ese momento comenzé a avanzar
maés lentamente. Cuando segun el reloj pasaron 2 minutos, en realidad ya pasaron 3. Ahora son las
18:25 y el reloj dice que son las 15:30.

¢A qué hora se le cay6 el reloj a Emi?

Solucidén. Vemos que el reloj se atrasa 1 minuto por cada 3 minutos que pasan.

Calculamos cuénto se retraso el reloj en total: desde las 15:30 hs hasta las 18:25 hs hay 2 horas y
55 minutos, que es igual a 2-60 + 55 minutos = 175 minutos.

Para que el reloj se atrase 175 minutos, tienen que haber pasado 175x3 =525 minutos desde que
se cay0, que es lo mismo que 8 horas y 45 minutos.

Si ahora son las 18:25, hace 8 horas y 45 minutos eran las 09:40.

Problema 2. Beto eligio seis de los nueve digitos del 1 al 9 y escribid la lista, ordenada de menor
a mayor, de todos los numeros de tres digitos distintos que se pueden formar usando los digitos
que eligio.

En la lista de Beto, el nUmero 317 aparece en la posicion 22.

¢Qué numero aparece en la posicién 60 de la lista de Beto? Dar todas las posibilidades.
Solucion. Sean a<b<c<d <e< f los seis digitos elegidos por Beto. En la lista de Beto,

primero aparecen todos los numeros que empiezan con a, luego todos los nimeros que empiezan
con b, etcétera. Fijado el primer digito, hay 5-4 =20 maneras de completar los dos restantes. Es
decir que hay 20 nimeros que empiezan con a, 20 nimeros que empiezan con b, etcétera.
Notamos entonces que el nimero en la posicion 22 de la lista es el segundo de los que empiezan
con b, que es bad (el mas pequefio es bac). Esto nos dice que a=1,b=3yd =7.Perosid=7,
hay una Unica posibilidad parae y f, que esque seane =8y f=09.

Solo nos faltaria conocer el valor de ¢, que es un digito que esta estrictamente entre 3 y 7 asi que
tiene que ser 4, 5 0 6. Por el mismo argumento de antes, sabemos que el nimero en la posicion 60
de la lista es el mayor de los que empiezan con ¢, que es cfe. Entonces hay tres posibilidades para
este numero: 498, 598 y 698.

Problema 3. Elegir nueve de los digitos del 0 al 9 y colocarlos en los casilleros de la figura de
manera que no haya digitos repetidos y la suma indicada sea correcta.

HEN

+ OO
LICIC]
2022

¢ Qué digito quedo sin utilizar? ¢ Es posible completar los casilleros para que el digito que quede
sin utilizar sea otro?
Solucion. Un ejemplo es el que sigue:

9](6]l0]
8][4]l5]
+ [2][1][7]

2022

Quedd sin utilizar el 3. Veamos que no es posible completar los casilleros para que el digito que
quede sin utilizar sea otro, digamos x. Para demostrarlo, notemos que si fuese posible, entonces
tendriamos a, b, c,d, e, f, g, h, i, x digitos de 0 a 9, que satisfacen abc + def + ght = 2022,
entonces, analizando restos modulo 9, tenemos que




(a+b+c)+(d+e+f)+(@g+h+i)=1+2+3+4+5+6+7+8+9—x=45—x
es congruente a 2022 médulo 9, lo que implica que x es 3.

Problema 4. Ana y Bruno tienen un tablero cuadriculado de 8x8. Ana pinta cada una de las 64
casillas con algun color. Después Bruno elige dos filas y dos columnas del tablero y mira las 4
casillas donde se cruzan. El objetivo de Bruno es que estas 4 casillas sean del mismo color.

¢ Cuéntos colores como minimo debe usar Ana para que Bruno no pueda cumplir su objetivo?
Mostrar como puede pintar el tablero con esa cantidad de colores y explicar por qué si usa menos
colores entonces Bruno siempre puede cumplir su objetivo.

Solucidn. La cantidad minima de colores es 3. Primero vemos un ejemplo con 3 colores que
satisface las condiciones del enunciado.

VVeamos que no es posible pintar el tablero con 2 colores, digamos blanco y negro. Miremos la
primera fila, supongamos que hay al menos 4 casillas negras (concluimos analogamente si hay al
menos 4 casillas blancas). En la segunda fila en las casillas que coinciden en la columna con
casillas negras de la primera fila puede haber a lo sumo 1 casilla negra, por lo tanto hay al menos 3
columnas que tienen una casilla negra en la primera fila y una casilla blanca en la segunda. Luego
miramos la tercera fila, entonces en las columnas antes destacadas, que son al menos 3, vamos a
tener 2 casillas negras o 2 casillas blancas, y usando estas Bruno va a poder cumplir su objetivo.

Problema 5. Vero tenia un tridngulo isésceles de papel. Usando una tijera, lo dividio en tres
triangulos mas pequerios y los pint6 de azul, rojo y verde. Una vez hecho esto, observo que:

o con el triangulo azul y el triangulo rojo se puede formar un triangulo isosceles;
o con el triangulo azul y el triangulo verde se puede formar un tridngulo isdsceles;
. con el tridngulo rojo vy el triangulo verde se puede formar un triangulo isdsceles.

Mostrar como puede haber sido el triangulo de Vero y cémo puede haber hecho los cortes para
que esta situacion sea posible.
Solucidn. Considere un triangulo ABC, conAB = BC 'y ZABC = 2a = 45°. Sea D el pie de la

A perpendicular de A a BC y E el pie de la bisectriz de £DBA en AD,
como muestra la figura. Note como el tridngulo rectdngulo ADB
A tiene ABD =45° entonces BAD =45°, luego AD = BD y

AACD = ABED. Asi, como ABD es isésceles, podemos encajar
tanto el tridngulo ADC como el tridngulo EBD en el tridngulo AEB
a lo largo de EB y formar un triangulo isosceles. Finalmente, note
C s a B (que podemos encajar ACD y BED alo largo de AD y formar un
triangulo isdsceles, lo que muestra que este ejemplo cumple lo

pedido.

Soluciones sequndo nivel

Problema 1. En un tablero de 7x7 algunas casillas estan pintadas de rojo. Sea a la cantidad de
filas que tienen un numero impar de casillas rojas y sea b la cantidad de columnas que tienen un
numero impar de casillas rojas. Determinar todos los posibles valores de a + b.

Para cada valor hallado, dar un ejemplo de como puede estar pintado el tablero.

Solucion.

Notemos primero que a y b estan entre 0 y 7 inclusive, por lotanto 0<a+b<7+7=14.

Si a es impar, entonces la cantidad total de casillas rojas en el tablero, que es la suma de la
cantidad de casillas rojas en cada una de las 7 filas, es una suma con una cantidad impar de
términos impares y por lo tanto es impar. De la misma forma, si a es par se deduce que la cantidad
total de casillas rojas en el tablero es par. Es decir que a tiene la misma paridad que la cantidad
total de casillas rojas del tablero. Como exactamente lo mismo pasa con b (sumando por
columnas), vemos que a y b tienen la misma paridad, asi que a + b es par.




Reciprocamente, para cada numero 2k con 0 <k <7, podemos obtener un ejemplo valido
coloreando de rojo exactamente k casillas de la diagonal del tablero. De esta formaesa=b=ky
entonces a + b = 2k como queriamos.

Problema 2. Hay nueve tarjetas que tienen escritos los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9, un digito en
cada tarjeta. Usando todas las tarjetas se forman algunos niumeros (por ejemplo, se podrian formar
los numeros 8, 213, 94, 65y 7).

C) Si todos los numeros formados son primos, determinar el minimo valor posible de su suma.
d) Si todos los nimeros formados son compuestos, determinar el minimo valor posible de su
suma.

Nota: Un numero p es primo si sus Unicos divisores son 1y p. Un nimero es compuesto si tiene
mas de dos divisores. EI 1 no es primo ni compuesto.

Solucidn. a) Los digitos 4, 6 y 8 no pueden ser los digitos de las unidades de esos primos,
entonces esos digitos aportan como minimo 40+60+80 a la suma, mientras que los otros digitos
como minimo aportan 1+2+3+5+7+9. Por lo tanto, la suma es al menos
40+60+80+1+2+3+5+7+9=207. Un ejemplo es 47+61+89+2+3+5=207.

b) Vamos a demostrar que el minimo es 99, donde un ejemplo es 27+15+34+6+8+9=99. (note que
en este ejemplo, ningiin ndmero tiene tres 0 mas digitos y que los digitos de las decenas se han
escogido de tal manera que sean los menores posibles). Como ya tenemos un ejemplo con suma
99, si queremos buscar uno con sumar menor, no deberiamos usar nimeros de tres o mas digitos.
Por otro lado, si la cantidad de nimeros de dos digitos fuera menor o igual que 2, habria cuatro o
menos digitos entre esos nimeros, con lo cual habria 5 0 mas numeros de un digito, pero esto no
es posible porque los Unicos nimeros compuestos de un digito son 4, 6, 8 y 9. Ademas, si la
cantidad de numeros de dos digitos fuera mayor o igual que 4, los digitos de las decenas de esos
nameros aportan como minimo 10+20+30+40=100 a la suma, lo cual no es posible. Luego, si
hubiera una suma menor que 99, tendria que consistir de 3 nimeros de dos digitos y 3 nimeros de
un digito. Sea s la suma de los tres digitos que se usan en las decenas, entonces la suma de los seis
digitos que se usan en las unidades es (45-S), con lo cual la suma de los seis nimeros seria
10s+(45—s)=9s+45 y este numero no puede ser menor que 99 porque s>1+2+3. Por lo tanto, la
menor suma es 99.

Problema 3. Sean ABCD un cuadrado, E un punto del lado CD y F un punto en el interior del
cuadrado tal que el tridngulo BFE es isosceles y BFE =90°. Si DF = DE, calcular la medida del

angulo FDE.

Solucion. Como <BFE=90° y <BCE=90°, entonces el cuadrilatero FBCE es ciclico. Como
<FBE=45°, entonces <FCE=45°. Luego, los tridngulos FCB y FCD son congruentes (porque
CB=CD y <FCB=<FCD). Por la congruencia tenemos que FB=FD. Finalmente, como FB=FE y
DF=DE, concluimos que el tridngulo FDE es equilatero y <FDE=60°.

Problema 4.

C) En cada vértice de un tridngulo se escribe un entero positivo. Luego, en cada lado del
triangulo se escribe el maximo comun divisor de sus extremos. ¢Es posible que los nimeros
escritos en los lados sean tres enteros consecutivos, en algin orden?

d) En cada vértice de un tetraedro se escribe un entero positivo. Luego, en cada arista del
tetraedro se escribe el maximo comun divisor de sus extremos. ¢Es posible que los niUmeros
escritos en las aristas sean seis enteros consecutivos, en algin orden?

Solucion. a) Si es posible. Si en los vertices se escriben los nimeros 2, 6 y 9, en los lados estaran
escritos los nimeros 1, 2 y 3.

b) No es posible. Supongamos que los nimeros de las aristas sean seis enteros consecutivos,
entonces exactamente dos de ellos son mdltiplos de 3, es decir, hay exactamente dos aristas cuyos
numeros son multiplos de 3. Viendo el tetraedro, dos aristas comparten un veértice o son disjuntas.
Si esas dos aristas comparten un vértice, tendriamos tres nimeros de una misma cara que son
multiplos de 3, entonces los nimeros de las aristas de esa cara serian maltiplos de 3, lo cual es una
contradiccion. Si esas dos aristas son disjuntas entonces los cuatro nimeros de los vértices serian



multiplos de 3, entonces los nimeros de todas las aristas serian multiplos de 3, que también es una
contradiccion. En ambos casos hemos llegado a una contradiccion.

Problema 5. En el pizarron estdn marcados los veértices de un poligono regular de N lados. Ana'y
Beto juegan por turnos, empieza Ana. Cada jugador en su turno debe hacer una de las siguientes
acciones:

o unir dos vértices con un segmento, sin cortar otro segmento ya marcado; o

o borrar un vértice que no pertenezca a ningun segmento marcado.

El jugador que en su turno no pueda realizar ninguna accion pierde el juego.

Determinar cudl de los dos jugadores puede asegurarse la victoria:

C) si N =28;

d) si N =29.

Nota: Dos segmentos marcados pueden compartir un vertice.

Solucidn. a) En este caso gana el primer jugador. Lo logra trazando una diagonal principal en su
primera jugada (la primera del partido) y luego jugando simétrico el oponente en las jugadas
siguientes.

b) Comencemos observando que para cualquier conjunto de k vértices vamos a poder trazar
segmentos validos entre ellos, independientemente de en qué orden lo hagamos, hasta trazar 2k—3.
Esto es k en el perimetro y k-3 diagonales. Y este nimero siempre es impar.

Con esta observacion en mente probemos que Beto tiene estrategia ganadora. En su primer turno
si Ana traza un segmento, Beto va a borrar un punto, y si Ana borra un punto, €l va a trazar un
segmento. De esta manera cuando le toque a Ana por segunda vez va a haber dos puntos con un
segmento trazado entre ellos y 26 puntos ‘libres’. Vamos a ver que Beto puede asegurarse jugar
después de Ana de manera que mantiene el siguiente invariante: cuando le toca a Ana hay una
cantidad impar de segmentos marcados y una cantidad par de puntos ‘libres’.

Separamos en 4 casos de acuerdo a lo que hace Ana:

- Si Ana borra un vértice, Beto hace lo mismo. Como habia una cantidad par, a Beto le
queda una cantidad impar y en particular hay algun vertice.

- Si Ana une un vértice libre con un veértice que no esté libre, Beto hace lo mismo. Al igual
gue antes sabemos que hay algun vértice que esta libre y basta unir este, por ejemplo, con el
primer veértice que no est libre si los recorremos en sentido horario a partir del libre que estamos
usando (como los del medio estan libres este segmento no corta a ningln otro).

- Si Ana une dos vértices que no estan libres, Beto hace lo mismo. Puede hacerlo ya que al
tocarle, la cantidad de segmentos trazada es par y antes vimos que “nos trabamos” en una cantidad
impar.

- Si Ana une dos Vértices libres, Beto une dos vértices que no estan libres. Puede hacerlo por
el mismo argumento del item anterior.

Finalmente es facil ver que estas jugadas mantienen el invariante. Esta estrategia le asegura la
victoria a Beto ya que nunca se queda sin jugadas disponibles.



