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En Mundo Encantado, existen 2 países circulares A y B, como en la figura. En el país A hay 8 ciudades, y en el país B hay 5 ciudades. La ciudad Z es común a los dos  países. 

Un duende viaja por esos países. En cada viaje, el duende va de una ciudad a otra vecina, en sentido anti-horario en el país A y en sentido horario en el país B. Cada vez que pasa por la ciudad Z,  tiene dos opciones para el próximo viaje. 

El duende partió de la ciudad Z y, después de 66 viajes, retornó a la ciudad Z. Se sabe que  dio más de dos vueltas en el país A. 

Determina las ciudades a las que pudo haber llegado el duende después de 22 viajes.

02. Sea ABC un triángulo equilátero de centro O y lado 3. 

Sea M un punto del lado AC tal que CM = 1 y sea P un punto del lado AB tal que     AP = 1. 

Calcula las medidas de los ángulos del triángulo MOP. 

03. Escribe los números naturales 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, sin repeticiones, en las casillas de un tablero de 3(3 como el de la figura, de modo que en cada uno de los 4 subtableros de 2(2, la suma de los 4 números escritos sea la misma y la menor posible. Explica por qué la suma que encontraste es la menor posible.

	
	
	

	
	
	

	
	
	


Nota: Un subtablero de 2(2 está formado por 4 casillas con un vértice común.  
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04. En los vértices y lados de un octógono regular se deben escribir números.

En los vértices se deben escribir los números 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, uno en cada vértice y sin repetir. 

En cada lado se debe escribir la suma de los dos números que están en sus extremos. 

Muestra una manera de escribir estos números de forma que haya exactamente 4 lados con números iguales, y los demás lados tengan números distintos entre si. 

05. Encuentra el menor entero positivo n, n mayor o igual que 2, de modo que con 

n piezas cuadradas de lado 1,

n – 1 piezas cuadradas de lado 2,

n – 2 piezas cuadradas de lado 3,

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

2 piezas cuadradas de lado n – 1 y

1 pieza cuadrada de lado n,

se pueda armar un rompecabezas cuadrado, sin huecos ni superposiciones, y sin que sobre ninguna pieza. 

Para el valor de n hallado, muestra cómo se arma el rompecabezas. 

06. Se tiene un polígono regular de 1000 lados.

Eugenia pinta 500 vértices de color azul y los restantes 500 vértices de color rojo.

Agustina gana si puede elegir 3 vértices azules y 3 vértices rojos de manera que el triángulo determinado por los 3 vértices azules y el triángulo determinado por los 3 vértices rojos sean congruentes. 

Demuestra que Agustina siempre puede ganar independientemente de cómo Eugenia pinte los vértices. 
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01. En un triángulo ABC, M es el punto medio del lado AC y N es el  punto del lado BC tal que CN = 2BN. Si P es el punto de intersección de las rectas AB y MN, demuestra que la recta AN corta al segmento PC en su punto medio.

02. Se tiene un tablero cuadrado de 2001(2001 subdividido en casillas de 1(1.

Determina si es posible escribir todos los números naturales del 1 al 20012 inclusive, en las casillas del tablero, un número por casilla y sin repetir, de modo que:

· la suma de los números escritos en cada par de casillas vecinas sea un múltiplo de 2 ó un múltiplo de 3. 

Si la respuesta es afirmativa, indica cómo se completaría el tablero. 

Si la respuesta es negativa, explica por qué.

Nota: Dos casillas son vecinas si tienen un lado común.  

03. Un barco pirata tiene conflictos y su tripulación quiere cambiar el destino del viaje. Los tripulantes del barco, que son por lo menos 9, están organizando varias conspiraciones. 

Para que una conspiración logre su objetivo se necesita que en ella participe por lo menos el 90% de la tripulación, y toda conspiración en la que participa por lo menos el 90% de la tripulación logra su objetivo. Cada grupo de 9 tripulantes participa en exactamente una conspiración, y ningún tripulante participa en más de 9 conspiraciones.

Demuestra que alguna de las conspiraciones logrará su objetivo.
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04. Argentina, Brasil y Uruguay disputan un torneo de ajedrez donde participan tres jugadores de cada país. Cada competidor juega exactamente una vez con cada uno de los jugadores que no son de su país, y no juega con los de su país.

En cada partida el vencedor recibe 1 punto y el perdedor 0 punto; en caso de empate cada uno de los dos jugadores recibe ½ punto.

Al terminar el torneo se hizo una clasificación individual sumando los puntos que obtuvo cada uno de los jugadores, y una clasificación por países, sumando los puntos de los tres jugadores de cada país. 

En la clasificación por países Brasil fue el único ganador del torneo.

Entre los jugadores brasileños, Marcelo fue el que obtuvo mayor puntaje individual.

Demuestra que no es posible que cinco jugadores de otros países hayan tenido mayor puntaje que Marcelo.

Construye una tabla que muestre que es posible que cuatro jugadores de otros países hayan tenido mayor puntaje que Marcelo.

05. Sea AD la altura relativa al lado BC del triángulo acutángulo ABC. M y N son los puntos medios de los lados AB y AC, respectivamente. Sea E el segundo punto de  intersección de las circunferencias circunscritas a los triángulos BDM y CDN. 

Muestra que la recta DE pasa por el punto medio de MN.

06. Decide si es posible subdividir un cuadrado de lado 2047 utilizando 33 o menos cuadrados más pequeños, todos con lados de longitud entera, y de modo que por lo menos uno de los cuadrados de la subdivisión tenga lado 1. 

Si la respuesta es afirmativa, muestra una subdivisión. Si la respuesta es negativa,  explica por qué.
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1. Sea n un entero, con n > 1. Para cada subconjunto no vacío X de {1, 2, …, n} sean mX su menor elemento y MX su mayor elemento.

Sea A la suma de todos los mX .

Sea B la suma de todos los MX .

Probar que n + 1 divide a A + B.

2. Encontrar todos los valores enteros positivos de m, n y p , con  p primo, tales que
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sea un entero positivo.

3. Dos personas A y B juegan una variante del juego “frío o caliente”: inicialmente B coloca una caja de bombones en algún lugar del plano y solo le informa a A que la caja está a una distancia a lo sumo 2001 de la posición inicial de A. A es miope y solo puede ver la caja si esta se encuentra a distancia menor o igual que 1. Su objetivo es hallar la caja mediante una secuencia de pasos de longitud menor o igual que 1, que pueden ser en cualquier dirección. Después de cada paso, A puede preguntarle a B “¿frío o caliente?”, y B está obligado a responderle. La respuesta debe ser “caliente” si el punto final del último paso hecho por A está más cerca de la caja que el punto inicial de este último paso, y “frío” en otro caso.

Demostrar que A puede hallar la caja haciendo a lo sumo 2016 pasos y preguntando a lo sumo 13 veces.
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4. Calcular el valor de la siguiente suma 
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donde 
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 denota la parte entera de 
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5. Los puntos A, B, C y D, en ese orden, pertenecen a una misma recta r. Consideramos todas las ternas de circunferencias 
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  con la propiedad de que 
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 pasa por A y B, 
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 pasa por C y D, y 
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 pasa por B y D, e intersecta a 
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 en los puntos X e Y que están en semiplanos distintos con respecto a r y satisfacen 
[image: image13.wmf]B

X

A

ˆ

 = 
[image: image14.wmf]D

Y

C

ˆ

. 

Demostrar que las rectas XY pasan por un punto fijo.

6. En un torneo cada participante jugó exactamente una vez contra cada uno de los restantes, y no hubo empates. En el torneo hubo k participantes, donde k > n,  siendo n ( 2 un entero dado. Se sabe que para cada grupo de n participantes existe un participante que no pertenece al grupo y perdió contra cada uno de los n participantes del grupo. Demostrar que:

a) para cada grupo A de n ( 1 participantes existe un grupo B de n + 1 participantes tales que cada participante de A le ganó a cada participante de B.

b) k ( (n + 2 )2n ( 1 ( 1 .
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1. Encontrar todos los valores enteros a, b, m y n, tales que se verifican las dos igualdades siguientes:
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2. Sea ABC un triángulo acutángulo y A1, B1 y  C1, puntos sobre los lados BC, CA y AB, respectivamente, tales que CB1 = A1B1 y BC1=A1C1. Sea D el simétrico de A1 con respecto a B1C1; O y O1 son los circuncentros de los triángulos ABC y A1B1C1, respectivamente. Si A ( D, O ( O1 y AD es perpendicular a OO1, probar que            AB = AC. 

3. Para todo entero n ( 1, se define la sucesión 
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donde 
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4. Encontrar todas las funciones 
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5. Sea 
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 un triángulo acutángulo y escaleno, de baricentro 
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6. Para m = 1, 2, 3, … denotamos 
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Demostrar que para cada entero positivo n existe un número que figura exactamente n veces en la sucesión 
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