XXXI Olimpiada Matematica Rioplatense

San Isidro - 5 de Diciembre de 2024 OMR

Nivel A — Primer Dia

Olimpiada Matemitica Rioplatense

Problema 1
Un numero es rioplatense si cumple las siguientes dos condiciones:

e (Cada digito, excepto el primero, es mayor que el digito que esté a su izquierda.

e No hay dos de sus digitos que sean consecutivos.
Por ejemplo, 5 y 146 son rioplatenses. En cambio, 1348 no es rioplatense, porque 3 y 4
son consecutivos; y 1447 tampoco es rioplatense, porque el segundo 4 no es mayor que
el digito de su izquierda.
(Cuéntos numeros rioplatenses hay?

Problema 2
Se tiene un cuadrilatero ABCD, de lados AB, BC, CD y DA, en el cual los angulos A y

C miden 90° y el angulo B mide 45°. Se sabe que AB =31 y el area del cuadrilatero
ABCD es 420. Hallar la longitud del lado CD.

Problema 3

Ana dibuja un tablero cuadriculado que tiene al menos 4 filas y al menos 4 columnas.
Luego, Beto debe cubrir completamente ese tablero, sin huecos ni superposiciones,
usando Unicamente piezas de los siguientes tres tipos:

Cada pieza debe cubrir exactamente 4 o 3 casillas del tablero, como muestra la figura,
sin salirse del tablero.

Esta permitido girar las piezas y no hace falta usar todos los tipos de pieza.

Explicar por qué, sin importar cuantas filas y cuantas columnas tenga el tablero de Ana,
Beto siempre podra cumplir su tarea.

Duracion: 3 horas y media
Versién: ESPANOL
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Problema 4
Hace cuatro dias, el 2 de diciembre, ocurrié algo especial: fue el dia 2 del mes 12 del
afo 24,y 2x12=24.
a) (En cuantas fechas del afio 2024 ocurre que si escribimos la fecha como el dia d
del mes m, entonces d xm es igual a 24?
b) (En cuantas fechas del afio 2024 ocurre que si escribimos la fecha como el dia d
del mes m, entonces d xm es un multiplo de 24?

Problema 5
En el reino de Krikoragan existen inicamente monedas de 2, de 3 y de 7 pesos.
Un dia, Otto decide ir a la tienda de Margarita para comprar un libro, llevando para eso
39 monedas. Margarita, que es muy habil en matematica, le dice a Otto:
“No sé cuantas monedas de cada clase tienes ni si tienes de todas las clases, pero si son
39 en total, entonces estoy segura de que podras pagar el precio exacto de este libro
usando algunas de ellas.”

a) Determinar cuanto cuesta el libro y explicar por qué es la unica posibilidad.

b) Explicar como puede saber Margarita con certeza que Otto podra pagar el precio

exacto.

Problema 6
La loteria rioplatense sortea 5 numeros distintos del 1 al 100. Cada carton de la loteria
tiene 5 numeros distintos del 1 al 100, ordenados de menor a mayor, y no hay dos
cartones que tengan exactamente los mismos 5 niumeros. Después del sorteo, el puntaje
de un carton es la cantidad de los nimeros del carton que salieron sorteados.
Agus y Cande van a comprar cartones para la loteria rioplatense. Agus eligié comprar el
carton que tiene los nimeros 1, 2, 3, 4, 5. Cande, que sabe qué carton comprd Agus,
elige varios cartones para comprar, con alguno de los siguientes objetivos:
1. Que una vez realizado el sorteo, o bien el carton de Agus tenga puntaje 5 o bien
ella tenga al menos un cartéon con un puntaje mayor que el de Agus.
2. Que una vez realizado el sorteo, o bien el carton de Agus tenga puntaje 5 o bien
ella tenga al menos un cartdon con un puntaje mayor o igual que el de Agus.
En cada uno de los dos casos, determinar cuantos cartones debe comprar Cande como
minimo para poder estar segura de que cumplird su objetivo.
ACLARACION: Cande puede elegir los 5 niimeros de cada uno de los cartones que
compra.

Duracion: 3 horas y media
Version: ESPANOL
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Problema 1

En el pizarrdn estan escritos todos los nimeros compuestos mayores o iguales que 2 y
menores o iguales que 30.

Decidir si es posible borrar tres de los nimeros escritos y luego pintar cada uno de los
numeros restantes de rojo, verde o azul de manera que se cumpla la siguiente condicion:
si se calcula la multiplicacion de todos los nimeros de un mismo color, el resultado es
el mismo para los rojos, los verdes y los azules.

ACLARACION: Los numeros compuestos son los enteros que tienen por lo menos 3
divisores positivos.

Problema 2

Sean X, X,,..., X,y,, NUmMeros enteros positivos tales que las 1012 fracciones
X% X
H ERRRE]
X2 X4 X2024
son 1012 numeros distintos.
Determinar la minima cantidad posible de nimeros distintos que puede haber entre los

numeros X, Xy, ..., Xypq -

ACLARACION: Las fracciones % y % son el mismo niimero.

Problema 3
Para cada entero positivo n, sea S (n) la suma de sus digitos. Por ejemplo,

$(2024)=2+0+2+4=8.

Demostrar que existen infinitos nimeros impares n tales que S (n)+ S (n2)+ S (n3) es

un cuadrado perfecto.
ACLARACION: Un cuadrado perfecto es el cuadrado de un ntimero entero, por ejemplo,

64 = 8 es un cuadrado perfecto.

Duracion: 3 horas y media
Version: ESPANOL
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Problema 4
Sea ABC un triangulo tal que ABC =90° y AB < BC . Supongamos que existe un punto

D sobre el lado BC tal que AB+DC =BD y BAD =45°+ ACB.
Demostrar que AB = DC.

Problema 5
Determinar todos los enteros positivos de 4 digitos abcd tales que abcd xd =dchaxa.

Problema 6

Sea N un entero positivo. Inicialmente, en el pizarron estan escritos los nimeros del 1 al
N, ordenados de menor a mayor. En cada paso, Beto elige dos niumeros a y b escritos en
el pizarron y los reemplaza por a+k y b—k o a—k y b+k, respectivamente, donde k

es la cantidad de nimeros del pizarron escritos entre a y b.
Por ejemplo, si en algun momento los nimeros del pizarréon son
1;2;5;6;4;3,

Beto puede elegir el 2 y el 6 y reemplazarlos por 3 y 5 o por 1 y 7, respectivamente. De
esta forma en el pizarron quedaran

1;3;5;5;4;3 o 1;1;5;7;4;3
segun el caso.
Determinar todos los valores de N para los cuales Beto puede, luego de una serie de
pasos, dejar escritos en el pizarrén los nimeros del 1 al N ordenados de mayor a menor.

Duracion: 3 horas y media
Version: ESPANOL
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Problema 1

Ana dibuja un tablero cuadriculado que tiene al menos 20 filas y al menos 24 columnas.
Luego, Beto debe cubrir completamente ese tablero, sin huecos ni superposiciones,
usando unicamente piezas de los siguientes dos tipos:

Cada pieza debe cubrir exactamente 4 o 3 casillas del tablero, como muestra la figura,
sin salirse del tablero.

Esta permitido girar las piezas y no hace falta usar todos los tipos de pieza.

Explicar por qué, sin importar cuantas filas y cuantas columnas tenga el tablero de Ana,
Beto siempre podra cumplir su tarea.

Problema 2

Sea ABC un tridngulo con AB < AC de incentro | y circuncirculo ®. Sea D la
interseccion de la bisectriz externa del angulo BAC con la recta BC. Sea E el punto
medio del arco BC de ® que no contiene a A. Sean M el punto medio de DI y X la
interseccion de EM con w. Probar que IX y EM son perpendiculares.

Problema 3
Sean a, b, ¢ enteros positivos. Demostrar que para infinitos enteros positivos impares n

existe m>n entero tal que a"+b" +c" dividea a™ +b™ +c".

Duracién: 3 horas y media
Version: ESPANOL
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Problema 4
Sea N un entero positivo. Una sucesion no decreciente a; < a, < -+ de enteros

.. . . . o , . . L
positivos se dice N-rioplatense si existe un indice i tal que N = -

1

Probar que toda sucesion 2024-rioplatense es k-rioplatense para k = 1,2, 3, ..., 2023.

Problema 5

Sea n un entero positivo. Ana y Beto juegan en un tablero de 2xn (con 2 filas y n
columnas). Primero, Ana escribe un digito del 1 al 9 en cada casilla del tablero, de
manera tal que en cada columna los dos digitos escritos sean distintos. Luego Beto borra
un digito de cada columna. Leyendo de izquierda a derecha los digitos que quedaron sin
borrar se forma un nimero de n digitos. Beto gana si este nimero es multiplo de #; en
caso contrario, gana Ana. Determinar cual de los dos jugadores tiene una estrategia
ganadora en los siguientes casos:

(a) n=1001,
(b) n=1003.
Problema 6

Sea ABC un tridngulo con BAC =90° y AB> AC . Sean D el pie de la altura por 4 a

BC, M el punto medio de BC'y A’ el reflejo de A por D. La mediatriz de DM corta a las
rectas ABy A'C en Py Q, respectivamente. Sea K la interseccion de las rectas A'C'y 4B.
Probar que PQ es tangente a la circunferencia circunscrita al triangulo QDK.

Duracion: 3 horas y media
Version: ESPANOL
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Problema 1
Sea ABC un triangulo con BC > AC > AB. Se marca un punto X sobre el lado BC con
AX = XC. Sea Y un punto del segmento AX con CY = AB.

Probar que CYX = ABC .

Problema 2

En Tigre hay 2024 islas, algunas de ellas conectadas por un puente de ida y vuelta. Se
sabe que se puede ir de cualquier isla a cualquier otra usando solamente los puentes
(posiblemente varios de ellos). En k de las islas hay una bandera (0<k <2024). Ana
quiere destruir algunos de los puentes de forma tal que después de hacerlo se cumplan
las siguientes dos condiciones:

e Siuna isla tiene una bandera, queda conectada a una cantidad impar de islas.

e Siuna isla no tiene una bandera, queda conectada a una cantidad par de islas.
Determinar todos los valores de k para los cuales Ana siempre puede lograr su objetivo
sin importar cudl sea la configuracion inicial de puentes y cuales sean las islas con una
bandera.

Problema 3
Dado un conjunto S de nimeros enteros, una operacion permitida consiste de los
siguientes tres pasos:

e Elegir un entero positivo n.

e Elegirn + 1 elementos a,,a,,...,a, €S, a, # 0, no necesariamente distintos.

e Agregar al conjunto S todas las raices enteras del polinomio

ax"+a, X"+, +a X +ax+a,.

Beto debe elegir un conjunto inicial Sy hacer varias operaciones permitidas, de manera
que al final del proceso S contenga entre sus elementos a los 2024 numeros enteros 1, 2,
3, ...,2023,2024.

Determinar el menor K para el cual existe un conjunto inicial S de k elementos que le
permita a Beto cumplir su objetivo.

Duracién: 3 horas y media
Version: ESPANOL
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Problema 4

Hay 4 paises: Argentina, Brasil, Peri y Uruguay. Cada pais consiste de 4 islas. Hay
puentes de ida y vuelta entre algunas de las 16 islas. Carlos notd que siempre que
recorra algunas de las islas usando los puentes, sin usar dos veces el mismo puente y
terminando en la isla en la que comenzo6 su recorrido, necesariamente visitara al menos
una isla de cada pais.

Determinar el mayor nimero de puentes que puede haber.

Problema 5
SeaS=1{2,3,4,...} el conjunto de los enteros positivos mayores a 1. Hallar todas las
funciones f : S — S que satisfacen
mcd(a, f(b)) - mem(f(a), b) = f(ab)
para todo par de enteros a, b € S.

Aclaracion: med(a, b) es el maximo comun divisor de a y b, y mem(a, b) es el minimo
comun multiplo de ay b.

Problema 6

Sea ABC un tridngulo acutangulo con AB < AC y sea H su ortocentro. Sean D, E, F y
M los puntos medios de BC, AC, AB y AH respectivamente.

Demostrar que los circuncirculos de los triangulos AHD, BMC y DEF pasan los tres por
un mismo punto en comun.

Duracion: 3 horas y media
Version: ESPANOL
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