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Первый день


Мар-дель-Плата, Аргентина - 24  июля 1997 г.





1. Плоскость разбита  на единичные квадраты, вершины которых находятся в точках с целочисленными координатами.


Квадраты раскрашены поочерёдно в чёрный и белый  цвета (т.е. в шахматном порядке).


Для каждой пары натуральных чисел m и n рассматривается прямоугольный  треугольник с вершинами в целочисленных точках, катеты которого имеют длины m и n и проходят по сторонам квадратов. Пусть S1 - площадь чёрной части треугольника, а S2 -  площадь его белой части. Положим


� EMBED Equation.2  ���.





(а)  Вычислить f(m,n) для всех натуральных чисел m и n, которые либо оба чётны, либо оба нечётны.


(в) Доказать, что  � EMBED Equation.2  ��� для всех m и n.


(с) Показать, что не существует константы C такой, что f(m,n) < C для всех m и n.





2. В треугольнике ABC угол A является  наименьшим. Точки B и C делят окружность, описанную около этого треугольника, на две дуги. Пусть U- внутренняя точка той дуги с концами B и C, которая не содержит точку A. Срединные  перпендикуляры к отрезкам AB и AC пересекают прямую AU в точках  V и W соответственно. Прямые BV и CW пересекаются в точке T.


Доказать, что


� EMBED Equation.2  ���.





3. Пусть x1, x2, …, xn-  действительные числа, удовлетворяющие условиям:


� EMBED Equation.2  ���


и


� EMBED Equation.2  ��� ,  i = 1, 2, …, n.


Доказать, что  существует перестановка y1, y2, …, yn чисел x1, x2, …, xn  такая, что 


� EMBED Equation.2  ���.





�


Каждая задача оценивается в 7 баллов.


Время работы:  4,5 часа.


