El NUMERO DE ORO


Le ofrecemos en esta Nota las soluciones de los certámenes correspondientes al año 1997, y lo invitamos a participar nuevamente este año. La fecha de realización será el día 5 de septiembre. Podrá obtener información acerca del certamen en las Secretarías Regionales de la OMA.
SOLUCIONES DEL V CERTAMEN EL NUMERO DE ORO

1997

(profesores de enseñanza media)
1. Determine todos los números primos de la forma  
[image: image1.wmf]2

9

2

2

2

×

×

×

+

 .


La sucesión 
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 está definida de tal forma que cada término es el cuadrado del anterior. Sus primeros valores son 2, 4, 16, 256, etc., y podemos observar la repetición del 6 como último dígito. Puesto que 
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, resulta que todos los términos a partir del tercero terminarán en 6, de donde se concluye que al sumar 9 el número obtenido terminará en 5, no siendo en consecuencia un número primo (obviamente es mayor que 5). Los únicos números primos de la forma indicada son entonces los que corresponden a los dos primeros términos, a saber: 11 y 13

2. Un polinomio f de grado 2 con coeficientes reales es tal que toda permutación de sus coeficientes determina un polinomio con las mismas raíces que f . Calcule dichas raíces.


Sea 
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 . Observemos en primer término que 0 no es raíz de f, pues en tal caso también sería raíz del polinomio 
[image: image5.wmf]c

b

a

X

X

2

+

+

, de donde resultaría que a es nulo. Esto es una contradicción, pues f es de grado 2. Veamos también que f no puede tener una raíz doble. En efecto, si r es una raíz doble de f, tendríamos 
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 . Permutando el término lineal y el constante, r debiera ser la única solución de la ecuación 
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, que, sin embargo, tiene dos soluciones distintas, 1 y 
[image: image8.wmf]-
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 (obsérvese que r es distinto de cero).


En consecuencia, podemos suponer que f tiene dos raíces distintas. En particular, f tiene una raíz 
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. Usando la hipótesis, resulta que valen las igualdades:
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Restando la segunda de la primera se obtiene 
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, de donde sigue que 
[image: image12.wmf]a

b

=

, pues 
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 es distinto de cero y de uno. Si ahora restamos la tercera de la primera, tenemos: 
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 , esto es, 
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, cuyas raíces son 
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 , como se verifica por simple aplicación de la conocida fórmula.
3. Las tres bisectrices de un triángulo son de longitud menor ó igual que uno. Demuestre que el área del triángulo es menor ó igual que  
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Designemos por A, B y C a los vértices del triángulo, y supongamos que 
[image: image19.wmf]$

A

 es el menor de sus ángulos. Por lo tanto, 
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, ya que el coseno es decreciente entre 0 y 
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  Si AD es la bisectriz correspondiente al ángulo 
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, consideremos las proyecciones ortogonales de los puntos B y C sobre la recta determinada por AD, que notaremos 
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 y 
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, respectivamente. Puesto que B, D y C están alineados, resulta que alguno de los dos segmentos 
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 tiene longitud menor o igual que 
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. Supongamos sin pérdida de generalidad que 
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En el triángulo rectángulo 
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 tenemos: 
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 , de donde sigue que 
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 . Si calculamos ahora el área tomando como base el lado AB, y teniendo en cuenta que la altura h correspondiente al vértice C es menor o igual que la bisectriz de 
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, concluimos que 
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 , como queríamos probar. 
4. En una reunión de 20 personas hay exactamente 49 pares de personas que se conocían entre sí. Pruebe que alguna persona conocía a lo sumo a 4 de los asistentes.


Designando a las personas por 
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 , construimos una matriz de 
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 según las siguientes reglas: si 
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 escribimos un uno si 
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 conoce a 
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 , y un cero en caso contrario. En las posiciones 
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 simplemente colocamos un asterico.


La hipótesis del problema asegura que en la matriz hay exactamente 
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 unos, ya que si en la posición 
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 hay un uno también lo habrá en la posición 
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. Ahora bien, si en cada fila hubiera al menos 5 unos, el número total de unos sería al menos 100, ya que hay 20 filas. En consecuencia, en alguna fila hay a lo sumo 4 unos, esto es, alguna persona conocía a lo sumo 4 de los asistentes, como queríamos demostrar. 
5. Demuestre que es posible elegir 17 segmentos de longitudes enteras menores ó iguales que 1997, de manera que con ninguna terna de ellos pueda construirse un triángulo. ¿ Pueden elegirse también 18 segmentos con las mismas características ?


Veamos en primer término que no pueden elegirse 18 segmentos de longitudes enteras menores o iguales que 1997 de manera que tres cualesquiera de ellos no determinen un triángulo, lo que nos dará la pista para resolver la primera parte del problema. Recordemos que dadas tres cantidades positivas 
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, la condición necesaria y suficiente para que exista un triángulo con dichas cantidades como longitudes de sus lados es que 
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Supongamos que podemos elegir 18 segmentos de longitudes enteras 
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 de manera que cualquier terna de ellos no determine un triángulo. Tenemos entonces las desigualdades:
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,

y así siguiendo. Si observamos la ley de formación del miembro de la derecha de las desigualdades precedentes, observamos que cada uno es la suma de los dos anteriores, la misma que la regla de formación de los términos 
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 de la sucesión de Fibonacci. Más aún, los dos primeros términos (ambos igual a 1), coinciden con los dos primeros números de Fibonacci 
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Lo anterior nos permite resolver la primera parte del problema. En efecto, tomemos 17 segmentos de longitudes 
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. Dada cualquier terna de ellos, digamos 
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, con los índices dados en forma creciente, tenemos: 
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, y por lo tanto no determinan un triángulo. Además, estas cantidades satisfacen los requerimientos del problema, ya que 
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6. Sea 
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 . ¿ Cuál de los dos números es más grande: 
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Siendo 
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 , las dos cantidades 
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 son positivas. Aplicándoles la fórmula que establece que la media geomética entre dos números positivos y distintos es menor que su media aritmética, obtenemos:
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Elevando al cuadrado concluimos que 
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7. ¿ Existen cuatro números naturales consecutivos cuyo producto sea un cuadrado perfecto ?


Daremos respuesta negativa al problema mostrando que el producto de cuatro números naturales consecutivos es siempre de la forma 
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 , que sólo es un cuadrado si 
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 , caso que claramente queda excluido. Para ello, designemos por 
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 a tales números. Completando sucesivamente cuadrados, tenemos:
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como queríamos probar.

8. Sea P un punto interior de un hexágono regular. Se une P con cada vértice del hexágono, determinando así 6 triángulos, que coloreamos alternativamente de rojo y azul. Pruebe que la suma de las áreas de los 3 triángulos rojos coincide con la suma de las áreas de los 3 triángulos azules.


Sean 
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 los vértices del hexágono, y supongamos que los triángulos coloreados de azul son 
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 . Consideremos ahora el triángulo ABC que se obtiene al prolongar los lados exteriores de los triángulos azules, como se indica en la figura. Puesto que los ángulos interiores de un hexágono regular miden 
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[image: image71.wmf]$

$

$

A

B

C

=

=

=

60

o

, esto es, ABC es un triángulo equilátero. Más aún, si L es la longitud de sus lados y 
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Calculemos ahora la suma S de las áreas de los triángulos azules. Tenemos:
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Si realizamos una construcción análoga para los triángulos rojos, queda determinado un triángulo 
[image: image75.wmf]¢
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 que, por razones evidentes de simetría, resulta igual al ABC. Si 
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 es la correspondiente suma de áreas, concluimos entonces que 
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, como queríamos probar.   
9. Tres deportistas disputarán entre sí una serie de pruebas atléticas, hasta que alguno de los participantes obtenga 3 triunfos. Se dará entonces por finalizada la competencia y se lo declarará ganador. ¿ Cuál es el número más probable de pruebas a realizarse ?


Es claro que deberán realizarse por lo menos 3 pruebas y a lo sumo 7, ya que en este último caso es imposible que cada competidor gane a lo sumo dos pruebas, hecho que sí puede ocurrir transcurridas 6 pruebas (2 pruebas cada uno). Habrá que calcular entonces la probabilidad de que la competencia se decida en m pruebas para cada valor de m entre 3 y 7.


El caso 
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 es el más sencillo de todos. La única posibilidad es que alguno de los participantes gane sucesivamente las tres. Puesto que la probabilidad de ganar cada prueba es 
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 y el atleta que puede ganar es cualquiera de los tres, resulta que la probabilidad de que la competencia se decida en el tercer evento es 
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 . En los restantes casos el análisis es algo más complicado. A manera de ejemplo, resolveremos con detalle el caso 
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Se presentan dos subcasos, a saber:

i) Un participante (A) gana tres pruebas y otro (B) gana las dos restantes. El número de situaciones posibles para la eleccion de ambos atletas es entonces 6, ya que hay 3 formas de elegir A y dos de elegir B. Debemos ahora analizar las posibles secuencias en que se obtienen los triunfos. Es claro que la última prueba debe ganarla A. En cuanto a las cuatro primeras, dos gana A y otras dos B, en cualquier orden. Deberemos considerar entonces las permutaciones con repetición de los 4 símbolos AABB, cuyo número total es 
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. Tenemos entonces 
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 posibles formas.

ii) Un participante (A) gana tres pruebas y los dos restantes (B y C) una cada una. Aquí la elección de los atletas se puede hacer de 3 maneras, pues sólo hay que elegir A. En cuanto a las posibles secuencias, nuevamente la última prueba debe ganarla A, y para las cuatro primeras debemos considerar todas las ordenaciones de los símbolos AABC, cuyo número total es 
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[image: image85.wmf]3

12

36

´

=

 posibles formas también en este subcaso.


Luego hay 
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 formas de que la competencia se decida en 5 pruebas, ya que i) y ii) son mutuamente excluyentes. En consecuencia (teniendo en cuenta que cada prueba es independiente de la anterior), la probabilidad de este suceso es 
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Argumentando en forma similar, resulta que los respectivos valores de la probabilidad para los sucesivos valores de m son 
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 el mayor de ellos (Ud. puede verificar que la suma de los mismos es 1, como corresponde). En definitiva, el número de pruebas más probable a realizarse es 5.     
10. Si c es un número real positivo, consideremos la sucesión
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      Pruebe que converge al número de oro     
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Designando por 
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 al n-ésimo término de la sucesión, vemos que la misma está definida por la recurrencia:
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Probaremos que la sucesión es monótona. Observemos previamente que 
[image: image94.wmf]f

 es la única raíz positiva del polinomio 
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Distinguiremos ahora dos casos:

i) 
[image: image97.wmf]c
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 . Afirmamos que en tal caso la sucesión es creciente y todos sus términos son menores que 
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 por hipótesis. Suponiendo por hipótesis inductiva 
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 . Luego, la sucesión es creciente y está acotada superiormente, y por lo tanto es convergente.

ii) 
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 . En este caso, que se resuelve en forma muy similar al anterior, resulta que la sucesión es decreciente y todos sus términos son mayores ó iguales que el número de oro. 


En cualquiera de ambas situaciones tenemos entonces que 
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 converge, digamos a un número 
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SOLUCIONES DEL IV CERTAMEN EL NUMERO DE ORO

1997

(alumnos del profesorado)
1. ¿ Para qué valores de n el desarrollo decimal de 
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 tiene sus últimas dos cifras iguales ? 

    ¿ Y sus últimas tres cifras iguales ?


Notemos que 
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, esto es, cualquier potencia de 11 termina en 1. Por lo tanto, nos interesan aquellas potencias que terminan en 11, o sea, debemos caracterizar los números naturales n que satisfacen la congruencia 
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. Empleando la fórmula del binomio de Newton, tenemos:
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pues a partir de 
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 todos los términos son múltiplos de 100. Luego, 
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. Hemos probado entonces que 
[image: image117.wmf]11
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 tiene sus últimas dos cifras iguales si, y sólo si, n termina en 1.


Supongamos ahora que 
[image: image118.wmf]11
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 tiene sus últimas tres cifras iguales. Por lo anterior, n será de la forma 
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 y debe verificarse la congruencia 
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. Empleando nuevamente la fórmula del binomio, tenemos: 
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lo que claramente es imposible, por razones de paridad. En consecuencia, una potencia de 11 no puede terminar en tres cifras iguales.  
2. Sean dados dos triángulos semejantes no iguales, y tales que dos lados de uno de ellos son respectivamente iguales a dos lados del otro. Determine los posibles valores de la razón de semejanza. Demuestre que cada valor obtenido es razón de semejanza de un par de triángulos satisfaciendo las condiciones del problema.


Designemos por 
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 es la razón de semejanza, asumiremos que 
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 . Puesto que claramente a es menor que todos los lados del segundo triángulo, deducimos que debe ser 
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Teniendo en cuenta las relaciones que deben verificar los lados de un triángulo, tenemos 
[image: image129.wmf]l
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 , de donde sigue que 
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 . Puesto que el número de oro 
[image: image131.wmf]f

 es la única raíz positiva del polinomio 
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, lo que da una primera respuesta al problema.


Para completarla, debemos ver que dado cualquier 
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 en este rango, existen dos triángulos en las condiciones del problema. Para ello, consideremos las longitudes 
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. Las mismas determinan un triángulo, pues 
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 . Tomemos ahora un triángulo de longitudes 
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 . Por razones idénticas a las anteriores, dicho triángulo está bien definido y es claro que ambos triángulos satisfacen las hipótesis del problema, con 
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 como razón de semejanza.
3. Pruebe que el polinomio 
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 no puede tener todas sus raíces reales y positivas, cualquiera sea el número real a.


Supongamos que el polinomio dado admita tres raíces reales y positivas 
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 . A partir de las relaciones entre las raíces y los coeficientes de un polinomio, resulta que la suma de las mismas es 2 y su producto es 
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 . Puesto que la media geométrica de tres números positivos no supera a su media aritmética, obtenemos: 
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 , ó, equivalentemente, 
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 . Elevando al cubo, resulta que 
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 , lo que claramente es una contradicción. 
4. Supongamos que en la esfera de un reloj se altera arbitrariamente el orden usual de los números. Demuestre que cualquiera sea la permutación obtenida, siempre habrá una terna de números ocupando posiciones consecutivas de manera que la suma de los mismos sea mayor ó igual que 20.


Si 
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 es la permutación de los números 
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 obtenida, consideremos las doce sumas 
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 de ternas de números ocupando posiciones consecutivas, esto es, 
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 . Es claro que cada número entre 1 y 12 aparece como sumando en exactamente tres de estas sumas (por ejemplo, 
[image: image149.wmf]a
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Dividiendo 234 por 12, vemos que el cociente es 19 y el resto es 6. Luego (Principio de los Casilleros), algún sumando 
[image: image153.wmf]S
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 debe valer por lo menos 20, como queríamos probar.
5. Pruebe que 
[image: image154.wmf]3
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Aplicando el Teorema de Fermat, resulta que 
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. Siendo 23 un número primo, sigue que 
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. Luego, 
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, y puesto que este es impar, también divide al número entero 
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Si tomamos ahora congruencia módulo 4, tenemos: 
[image: image162.wmf]3

1

1

1

2

2

77

77

-

º

-

-

=

-

º

(

)

 

(

4

)

. Es decir, el numerador es par y no divisible por 4. En consecuencia, 
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6. Dos alumnos colocan alternativamente números enteros en los lugares vacíos de la "ecuación"
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    ¿ Dispone el alumno que realiza el primer movimiento de alguna estrategia que le permita asegurar que al finalizar el juego siempre se obtendrá una ecuación con tres soluciones enteras ?


Veremos que el alumno que comienza el juego dispone de una estrategia ganadora. En el primer movimiento, coloca un cero en el lugar vacío correspondiente al término de grado cero. Con esto se asegura que 0 será una solución, y el segundo alumno deberá continuar con la "ecuación" 
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. Supongamos que coloque un entero a en cualquiera de los dos lugares libres disponibles. Entonces el primero coloca el entero 
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 en el otro. En cualquier caso, la suma de los coeficientes ubicados es cero, por lo que 1 es solución de la ecuación. Además, se verifica inmediatamente que la tercera solución también es entera, siendo a  ó  
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 según los casos. En definitiva, el primer alumno gana el juego.
7. Dado un triángulo, determine en su interior un punto O tal que el producto 
[image: image168.wmf]OP
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 sea máximo, siendo P, Q y R los pies de las perpendiculares a los lados que pasan por O .


Designemos por A, B y C los vértices del triángulo y por a, b y c las longitudes de los correspondientes lados opuestos. Si O es un punto interior, puesto que el área 
[image: image169.wmf]D

 del triángulo ABC es la suma de las áreas de los triángulos OBC, OAC y OAB, obtenemos la fórmula 
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 . Deberemos entonces maximizar el producto 
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 es una terna de números positivos sujetos a la relación 
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Para ello, consideremos la terna  
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 , que claramente satisface la relación. Veamos, usando la desigualdad entre la media geométrica y la aritmética, que su producto es máximo. En efecto, si x, y, z, verifica (*), tenemos:


[image: image175.wmf]x

y

z

abc

(

ax

)

(

by

)

(

cz

abc

ax

by

cz

abc

x

y

z

=

£

+

+

=

=

1

1

1

27

8

27

3

3

0

0

0

)

(

)

D

  .


Consideremos ahora el punto interior G de ABC determinado por la intersección de sus medianas, esto es, el baricentro del triángulo. Es bien conocido que en ese caso los triángulos GBC, GAC y GAB tienen igual área, siendo entonces 
[image: image176.wmf]D
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 el área común de los tres. Tomando por ejemplo el triángulo GBC tenemos: 
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 . Análogamente, resulta que 
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8. Sea f una función de R en R, con dos derivadas continuas, verificando las condiciones:
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    Demuestre que existe 
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Sea M el máximo de la función 
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 . En particular, tomando sucesivamente 
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, y usando las hipótesis del problema, obtenemos las desigualdades
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para todo y en el intervalo [0,1] .


Además, 
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 . Tomando ahora valor absoluto, tenemos:
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Luego, 
[image: image191.wmf]M
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, como queríamos probar.
9. Tres deportistas disputarán entre sí una serie de pruebas atléticas, hasta que alguno de los participantes obtenga 3 triunfos. Se dará entonces por finalizada la competencia y se lo declarará ganador. ¿ Cuál es el número más probable de pruebas a realizarse ?


Es claro que deberán realizarse por lo menos 3 pruebas y a lo sumo 7, ya que en este último caso es imposible que cada competidor gane a lo sumo dos pruebas, hecho que sí puede ocurrir transcurridas 6 pruebas (2 pruebas cada uno). Habrá que calcular entonces la probabilidad de que la competencia se decida en m pruebas para cada valor de m entre 3 y 7.


El caso 
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 es el más sencillo de todos. La única posibilidad es que alguno de los participantes gane sucesivamente las tres. Puesto que la probabilidad de ganar cada prueba es 
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 y el atleta que puede ganar es cualquiera de los tres, resulta que la probabilidad de que la competencia se decida en el tercer evento es 
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 . En los restantes casos el análisis es algo más complicado. A manera de ejemplo, resolveremos con detalle el caso 
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Se presentan dos subcasos, a saber:

i) Un participante (A) gana tres pruebas y otro (B) gana las dos restantes. El número de situaciones posibles para la eleccion de ambos atletas es entonces 6, ya que hay 3 formas de elegir A y dos de elegir B. Debemos ahora analizar las posibles secuencias en que se obtienen los triunfos. Es claro que la última prueba debe ganarla A. En cuanto a las cuatro primeras, dos gana A y otras dos B, en cualquier orden. Deberemos considerar entonces las permutaciones con repetición de los 4 símbolos AABB, cuyo número total es 
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. Tenemos entonces 
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 posibles formas.

ii) Un participante (A) gana tres pruebas y los dos restantes (B y C) una cada una. Aquí la elección de los atletas se puede hacer de 3 maneras, pues sólo hay que elegir A. En cuanto a las posibles secuencias, nuevamente la última prueba debe ganarla A, y para las cuatro primeras debemos considerar todas las ordenaciones de los símbolos AABC, cuyo número total es 
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Luego hay 
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 formas de que la competencia se decida en 5 pruebas, ya que i) y ii) son mutuamente excluyentes. En consecuencia (teniendo en cuenta que cada prueba es independiente de la anterior), la probabilidad de este suceso es 
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Argumentando en forma similar, resulta que los respectivos valores de la probabilidad para los sucesivos valores de m son 
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 el mayor de ellos (Ud. puede verificar que la suma de los mismos es 1, como corresponde). En definitiva, el número de pruebas más probable a realizarse es 5.     
10. Si c es un número real positivo, consideremos la sucesión
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      Pruebe que converge al número de oro     
[image: image205.wmf](
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Designando por 
[image: image206.wmf]x
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 al n-ésimo término de la sucesión, vemos que la misma está definida por la recurrencia:
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Probaremos que la sucesión es monótona. Observemos previamente que 
[image: image208.wmf]f

 es la única raíz positiva del polinomio 
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Distinguiremos ahora dos casos:

i) 
[image: image211.wmf]c
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 . Afirmamos que en tal caso la sucesión es creciente y todos sus términos son menores que 
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. En efecto, 
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 . Luego, la sucesión es creciente y está acotada superiormente, y por lo tanto es convergente.

ii) 
[image: image219.wmf]c
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 . En este caso, que se resuelve en forma muy similar al anterior, resulta que la sucesión es decreciente y todos sus términos son mayores ó iguales que el número de oro. 


En cualquiera de ambas situaciones tenemos entonces que 
[image: image220.wmf]{

}

x

n

 converge, digamos a un número 
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, obviamente positivo. Tomando ahora límite en la expresión   
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